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Efeito do Desbalanceamento de Clusters no Modelo
n-p

Gustavo Rodrigues de Lima Tejerina e Michel Daoud Yacoub

Resumo— Estatistica de ordem superior para o processo de
fase de um modelo de desvanecimento 7-.. generalizado é obtida.
Tal estatistica é derivada para o caso em que existe desbalan-
ceamento de clusters de multipercurso entre componentes em
fase e quadratura do sinal n-u. Expressoes exatas e fechadas sao
derivadas (i) para a distribuiciio conjunta de fase, de envoltoria
e de seus derivados no tempo, e (ii) para a taxa de cruzamento
de fase. O efeito combinado de desbalanceamento de poténcia

2

e de clusterizacdo de multipercurso é explorado, tanto para a
envoltéria quanto para a fase.

Palavras-Chave— Modelo 7-p, distribuicdo de envoltéria, es-
tatiscas de segunda ordem, taxa de cruzamento de fase, pcr.

Abstract— Higher-order statistics for the phase process of a
general 7-;, fading model is obtained. In particular, such statistics
is derived for the case in which imbalance of multipath clusters
between in-phase and quadrature signals in the 7-4 fading model
exists. Exact, closed-form expressions for (i) the joint probability
density function of the envelope, phase, and their time derivatives
and (ii) the phase crossing rate are obtained. The combined effect
of power imbalance as well as multipath clustering imbalance is
then explored, both for the envelope and the phase.

Keywords— n-;1 modeling, envelope distribution, high order
statistics, phase crossing rate, pcr.

I. INTRODUCAO

Com o intuito de melhor descrever o comportamento de
canal radio-moével, diversos modelos de desvanecimento t€ém
sido propostos. Em geral, estes modelos sdo conhecidos pela
funcdo densidade de probabilidade (FDP) da envoltéria do si-
nal que representam. Estudos demonstraram que a distribuicio
Lognormal descreve bem a variacdo de sinal de longo prazo
[1]. J& a variacdo de sinal de curto prazo é bem definida por
distribuicdes classicas na literatura, sendo estas: Rayleigh [2],
Hoyt [3], Rice [4] e Nakagami-m [5]. Em particular, Rayleigh,
Hoyt e Rice foram obtidas a partir de modelos fisicos que
abrangiam tanto a envoltéria quanto a fase. Por outro lado,
a distribuicdo Nakagami-m foi proposta de forma empirica,
e contemplava apenas a envoltéria. Da mesma forma, outras
distribuicdes mais gerais, tais como -y [6], k- [7] e n-p
[7] também foram propostas visando somente a envoltdria.
Portanto, a distribuicdo de fase destas distribui¢des é tema em
aberto e sujeito a pesquisa. Neste sentido, surgiram, para estas,
algumas propostas de modelo para a distribui¢do conjunta fase-
envoltéria. Especificamente, para Nakagami-m, uma proposta
inicial apareceu em [8], tendo evoluido para uma condicdo
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mais geral em [9]. Para as distribui¢des 7-p e k-, as propostas
referentes as versdes de sinais complexos aparecem em [10]
e em [11], respectivamente. Para a n-u, em particular, uma
expansao do modelo de sinal complexo foi apresentado em
[12]. Neste, no entanto, contemplava-se apenas a distribuicao
conjunta fase-envoltéria com foco nas derivagdes da fase.

Decorrente do multipercurso, o sinal esta sujeito a uma série
de flutuagdes aleatorias, afetando tanto fase quanto envoltoria.
Assim, a caracterizacao destas variacdes torna-se um topico de
estudo importante, pois permite uma melhor compreensio dos
fendmenos de desvanecimento. Uma medida de caracterizacio
das variacdes de fase ¢ dada pela taxa de cruzamento de
fase (PCR, do inglés Phase Crossing Rate). A PCR indica o
numero médio de cruzamentos ascendentes (ou descendentes)
por tempo de um sinal em um determinado nivel de fase. Esta
estatistica de segunda ordem € de grande importincia nos estu-
dos de sinais e foi apresentada no artigo pioneiro de [4], com o
intuito de avaliar clicks ruidosos em sistemas FM. Desde entdo,
uma série de trabalhos foi publicada buscando compreender o
comportamento da fase por meio da PCR. Alguns concluiram
que a PCR ¢ indispensdvel para o desenvolvimento de esque-
mas 6timos de recuperagdo da portadora na sincronizagdo de
subsistemas em receptores coerentes [13]. Da mesma forma,
[14] verificou que a PCR ¢ uma estatistica interessante para
medir a performance de receptores FM usando um detector
discriminador-limitado, em que spikes aleatérios FM gerados
por saltos na fase deterioram a performance da taxa de erro.
Outros usos concernem a defini¢cdo do nimero médio de spikes
ruidosos e de eventos slipping [13, 15], e a determinac¢do do
formato dos spikes ruidosos [16]. Visando caracterizar estes
diversos efeitos, estudos da PCR foram conduzidos para os
mais diversos canais: Rayleigh e Rice [17, 18, 19, 20], Hoyt
(ou Nakagami-q) [21], Weibull [22], Nakagami-m [23], n-u
[24] e a-p0 [25].

O objetivo deste artigo é aprofundar os estudos sobre os
efeitos da introducdo do desbalanceamento de clusters de
multipercurso no modelo n-p proposto em [12]. Dentre estes,
ressalta-se a influéncia do parametro de desbalanceamento
no comportamento tanto da envoltéria quanto das estatisticas
de segunda ordem relativos a fase do sinal. Apesar da clara
evidéncia que estes estdo relacionados, nao foi possivel deter-
minar uma expressio fechada que contemplasse a envoltéria. E
por isso, graficos serdo apresentados para ilustrar tal influéncia.
Formulagdes exatas e fechadas para a PCR serdo apresentadas.

O presente artigo estd estruturado da seguinte forma: Secio
II revisita 0 modelo n-u; a Se¢do III apresenta o desenvolvi-
mento matemadtico para obtencdo da PCR; a Secdo IV explora
as expressoes ilustrando gréificos da distribui¢do da envoltéria
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e da PCR em termos de diversos parametros arbitrarios.

II. MODELO n-u

A caracterizacdo do modelo fisico para um sinal com-
plexo n-u foi apresentada em [10]. Neste, foram derivadas
distribuicdes conjuntas fase-envoltéria baseado no equilibrio
de clusters de multipercurso em fase e em quadratura. Poste-
riormente, [12] propds uma nova abordagem em que o des-
balanceamento de clusters de multipercurso nas componentes
fase e quadratura alteraria, até entdo, a distribuicdo resultante
de fase.

O sinal complexo n-u é dado por S = X 4+ jY com X e Y
denotando, respectivamente, as partes real e imagindria de S.
A envoltéria R é definida por R = |\S|, enquanto que a fase ©
é dada por © = arg(X +;Y). Considerando X? = Zfﬁf X2
e Y2 = Zfﬁ H Y2 com X; e Y; sendo varidveis Gaussianas
com média nula e varidncias arbitrdrias 0% € 0%, €, jix € [ly O
nimero de clusters de multipercurso em fase e em quadratura.
Por apresentar fungdes distintas, no Formato 1 X; e Y; sdo
processos independentes com E[X;] = E[Y;] = 0, E[X?] =
0% e E[Y?] = 0%, e o parametro 0 < 1 < oo se relaciona
com a razao entre 2poténcias entre os clusters de multipercurso
na forma n = Z—é‘ No Formato 2, X; e Y; s@o processos
correlacionados com E[X;] = E[Y;] =0, E[X}]| = E[Y?] =
72, e o pardmetro —1 < n < 1 se relaciona com a correlagio

. _ E[X.Yi]
entre os clusters de multipercurso na forma n = =3~ Desta
forma, para uma envoltéria R (r > 0), fase © (—7 < 0 < 7)
a FDP conjunta fase-envoltéria do modelo n-p no Formato 1
¢é dada por [12]

el 2 (] — p)u(l—p)(l +n)2
724;L77u(1+?)(1 + p)*ﬂ(1+P)
|cos () |2#(1HP) =1 |sin(9) [2+(1—P)—1
L(p(1 + p)L(n(1 - p))
2 1 1 2
(P st
nF

X exp (_ r?(1+n)p(l - p) sin(9)2) n

fZ

fR,@(T’ 9) =

em que, p (—1 < p < 1) é o parAmetro que quantifica a
distribuicdo relativa de clusters de multipercurso nas com-
ponentes fase e quadratura componente # = /E[R?] é o
valor rms, I'[-] é a funcdo Gamma e E[-] indica o operador
esperanca.

Dada a FDP conjunta fase-envoltéria, integrando-a nos
intervalos apropriados, obtém-se a distribuicio marginal ou

a FDP de fase no modelo n-p [12]

(1 — p)r(I=P)(1 4 p)r(1+p)
(I+p+n—pn+ 1 +p—n+pn)cos(20))?

n(1=P)|sin(20)2 1T (2p) )

tan(0)[2#PT" (u(1 +p)) T (u(1 — p))

com —7m < 0 <.
Vale ressaltar que no caso balanceado (p = 0), a Equacdo
(2) reduz-se a FDP de fase da distribui¢do original [10, Eq.

fo(0) =

9]. Ainda, para = F e n = %, a Equacdo (2) reduz-se a
FDP de fase Nakagami-m Generalizada [9, Eq. 10].

Até entdo, a modelagem proposta em [12] ndo contem-
plava nenhuma anélise relativa aos efeitos do parimetro p
na envoltéria do sinal, pois, acreditava-se que como em [9]
o desbalanceamento de clusters afetaria apenas a fase. No
entanto, estudos recentes indicam a situacdo oposta. Apesar
do resultado, ndao foi possivel obter uma expressdo fechada
que indicasse o comportamento da FDP da envoltéria. Para
tal, serdo apresentados, na Se¢do IV, grificos que comprovam
esta influéncia obtidos por meio de métodos numéricos de

integracao.

III. DEFINICAO DA TAXA DE CRUZAMENTO DE FASE

Em comunicagdes sem fio, as estatisticas de segunda ordem
(ou ordem superior) caracterizam as variagdes aleatdrias da
envoltoria e da fase de um sinal desvanecido. Referente a
variacdo de fase, a estatistica comumente utilizada ¢ a PCR.
Tanto para a fase quanto para a envoltdria, estas estatisticas
foram determinadas em foérmulas fechadas para canais de
desvanecimento n-u [24].

Sendo assim, é vélido afirmar que o modelo definido
em [12] pode interferir nas estatisticas de ordem superior
devido ao seu envolvimento direto com a distribuicdo de
fase. Portanto, o objetivo desta secdo € apresentar novas
formulagdes para a PCR de canais de desvanecimento 7)-p,
mais especificamente, relativas ao Formato 1.

A PCR, indicada por Ng(f), é expressa por

No(0) = [ bfe o(0.0)a0 @)

em que fg (0, 0) denota a FDP conjunta da fase © e de sua

derivada temporal ©.

Com o intuito de facilitar os célculos envolvidos no de-
senvolvimento da distribuicdo fase-envoltoéria, definiu-se uma
varidvel genérica Z2 = S"7*% 72, em que Z; é uma varidvel
Gaussiana independente com E[Z;] = 0 e E[Z?] = QSZ—ZZ
Desta forma, considera-se que Z = X ou Z = Y e seus
respectivos parimetros pz = px ou iz = py, e Qz = Qx
ou Q7 = Qy e que sua FDP € definida por

2 -1
N i (_ 77

fz(2) = Q5T (uz) Qz

), —00 < 2 <00
“)

com pyz > 0.

No Formato 1 da distribui¢do n-u, o pardmetro 7 representa
a razdo entre poténcias das ondas dispersadas nos componentes
fase e quadratura. Portanto, a variancia para os processos X;
e Y; ¢ dada, respectivamente, por 0%, = 2%—’; e oy, = ZKLYY
em que {2 x e Qy sdo indicaglzores de poténcia denotados por
Qx = g € Uy = ;- Tembém, px = (1+pp
e puy = (1 — p)p sdo dados em fungdo do pardmetro p que
quantifica a distribui¢do relativa dos clusters de multipercurso.

Para definir a FDP conjunta, aplica-se a mesma estratégia
utilizada em [8] e em [24]. Nestes, considera-se que cada
componente Z pode ser reescrita como Z = S|Z|,em que S =
sgn(Z) (sinal de Z), e |Z| segue a distribui¢io Nakagami-m.




XXXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT2015, 1-4 DE SETEMBRO DE 2015, JUIZ DE FORA, MG

fX7X7Y7Y(x7 ‘rb, Y, y) =

(1l +n)

X exp [— S22 12
m

2pu+1 2u+1l01 _
sy BT
fR,R,@,@(rv 7,0,0) =

p)u(lfp)(l + p)u(1+p)(1

PP (L (L= )R (14 p) D1 ) [
2m3 2 Pt 2y FPET (u(1 4 p))

((1—p)yz+ 0 +p)d

—p)) )
((1 —p)y* + mf”)} 5)

— p?) 24 [sin(20) 24!

L(u(
2) _n+m)

Ui

2203 f2 4t 24D % 3 [tan 6] T(u(1 + p))T(w(1 = p))

X exp
l 22 f2 12

(1 +n) ((1 + p) (7 cos(8) — rfsin(6))?

+ (1 —p)(rf cos(9) + fsin(@))2>]

7
1 2(p
< exp [—“ Ll ((1 — p)sin2() + LLFR(0) )UCOS ( ))] ©)
(6.6) = 1647483 FAT (2 + 1) (1 — p)rA=P)*3 (14 p)" P2 [sin(20) 2~ [tan(9)| 27

foolthf)= Pty (AT a1+ p)E (L — 7))

[n+cos(20)(—n+np+p+1) —np+p+ 1] o

X Ao
A =372 f2 0% 4 212 f2n — 4nw? f2 cos(260) (772+( 2 )p2— (772+ )p—1)+37r2 2 0?p? — 272 f2 np?

+ 372 f7.p7 + 7 f7, cos(40) (—n + np + p+ 1)? — 677 f 0’ + 67 f2,p + 377 [, + Ang” — dnp?”.

Assim, podemos representar Z = SN, com N denotando a
varidvel Nakagami-m. Realizando o processo de diferenciacio
no tempo, obtem-se Z = SN + SN. Por representar uma
funcio sinal, S deve assumir valores constantes 41, salvo nos
instantes de transicdo (—1 — +1 e +1 — —1), portanto,
infere-se que S é nulo. Também, |Z] é nulo, pois, Z é
constante e os instantes de transicdo ocorrem exatamente
nos instantes de cruzamento em zero de Z. Todas estas
considera¢des implicam nas seguintes defini¢des SN =0
e Z = SN. Sabendo que N ¢ gaussiano e independente
de N [26], infere-se que Z estd condicionado a Z e segue
uma distribuicdo Gaussiana com os mesmo parametros de
N. Com isso, é possivel concluir que Zé independente de
Z [26]. Desta forma, entende-se que X e Y seguem uma
distribuicdo Gaussiana de média nula com desvio padrio
oy = me,/ﬁin,l) e oy = me,/#:_n), respec-
tivamente, sendo f,,, o desvio Doppler maximo em Hertz.
Sendo assim, a FDP conjunta X, X ., Ye Y é denotada como
Fxxyyv(@@,9.9) = fx(@) x fy(y) < fx (@) x fy () 5.

Em seguida, a FDP conjunta da envoltéria R, da fase O e
das respectivas derivadas no tempo R e © ¢ determinada como
fR,R,e,e(r,f»,e,é) = [J] x fx,X,Y,Y(xajT»yv?))’ em que |J| =
R? é o Jacobiano das transformagdes X = Rcos(0), Y =
Rsin(©), X = Rcos(©) — ROsin(0©) e Y = Rsin(O) +
RO cos(0). Assim, com as devidas substituicdes de varidveis,
a fR,R@,@(r,r‘,e,é) ¢ dada por (6).

Em condig¢des apropriadas (n = % ep =), (6) reduz de
maneira exata ao caso generalizado Nakagami-m [9, Eq. 25], e,
quando p = 0, reduz ao proposto em [24, Eq. 8]. Vale ressaltar
que por meio de (6) e efetuando as devidas integracdes,
algumas FDPs conjuntas, exatas e em forma fechada podem

ser encontradas, entre estas destaca-se fg ¢ (0, 0) definida em
).

Com isso, substituindo (7) em (3), tem-se a PCR para a
distribuicdo generalizada 7-u. Este procedimento resultou na
seguinte equagao

(1 — p)r0=Plgr(=P)=3 |sin(26) [~ |tan(§)| 2+
(n+cos(20)(—=n +np+p+1) —np +p+ 1)1
VTl (20— 3) (14 p)r0He) "
“2T TP (ulp + DI (u(1— p)

O processo de verificacdo de (8) foi realizado, primeira-
mente, substituindo p = 0. Neste, observou-se que a equacio
reduz exatamente a expressao definida no modelo precedente
da distribuicdo n-p [24, Eq. (12)]. Em seguida, substituindo
p="gen= }# obtém-se o caso generalizado Nakagami-m
[9, Eq. (28)] , e, em consequéncia, p = 0 resulta no modelo
restrito de Nakagami-m [8, Eq. (12)]. Finalmente, (8) reduz
ao caso Hoyt, ao substituir . = 0.5 e p = 0 [21, Eq. (10)].
Neste, a PCR € constante e, portanto, independe do nivel de
fase 6.

Ne(0) =

IV. GRAFICOS E RESULTADOS
A. Distribui¢do da Envoltoria

Os gréificos a seguir esbocam a FDP da envoltéria R
normalizada em funcdo de 7 (p = 7) A Figura 1 ilustra o
comportamento da envoltdria para valores arbitrarios de p, n =
0.5 e 4 = 0.5. Da mesma forma, a Figura 2 demonstra a FDP
da envoltdria, desta vez, para ;= 0.5, p = 0.5 e i considera
valores arbitrdrios. Observe que a influéncia do parimetro p
é nitida e as curvas, apesar da semelhancga, se comportam de
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forma unica. Repare, na Figura 1, que o aumento de p implica
no deslocamento da massa de probabilidade para uma regido
mais préxima da origem. E, na Figura 2, o crescimento gradual
de n impde, exatamente, a situacdo oposta. Vale ressaltar,
por esta breve andlise, que os pardmetros p e 7 atuam de
forma distinta na envoltéria como um todo. Outro aspecto
interessante da envoltdria estd no aumento do parimetro u
associado a p (Fig. 1). Para p < 0.5, os picos de amplitude
vao crescendo com o aumento gradual de p (Fig. 1).

2.0
s p=0,02,1/3,0.5,0.7,0.8,0.9
' A
,3. '
\‘E 1.0 '
05 '
).
%40 0.5 1.0 L5 2.0 25 3.0
P
Fig. 1. FDP da envoltéria com n = 0.5, i = 0.5 e pardmetro p variando.

2.0
s 17=0.9,0.8,0.7,0.5,1/3,0.2
A

% 1.0
05 '
0'8.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

P
Fig. 2. FDP da envoltéria com p = 0.5, 4 = 1.5 e pardmetro 7 variando.

B. PCR

Alguns gréficos serdo apresentados para ilustrar o compor-
tamento da PCR normalizada em termos de f,, (No(0)/ fm)-
A Figura 3, esboca a PCR para valores arbitrdrios de p,
n = 0.5, e u = 0.5. A escolha do valor de p foi proposital,
pois, em condi¢gdes normais, esperaria-se, como foi comentado
anteriormente, uma redugdo ao caso Hoyt. Vislumbrando a
Figura 3, observa-se a notdria influéncia do pardmetro p na
PCR. Para p = 0, a curva se caracterizou de forma idéntica
ao caso Hoyt. Ja para p > 0, as curvas apresentam um
deslocamento gradual na amplitude, ou seja, com o aumento
de p, os pontos de convergéncia na amplitude vao reduzindo
a0, para 6 = —% oufd = g Finalmente, observa-se que as
curvas apresentam um comportamento periédico com periodo
7 e tendem ao infinito em multiplos inteiros de 7 , exceto,

obviamente, para p = 0. Ao variar o parametro p com valores
negativos, um comportamento semelhante porém invertido é
observado (Fig. 4). No modelo precedente da distribuicdo -
u, para p < 0.5 e p = 0, as curvas da PCR sdo convexas
tendendo ao infinito em multiplos inteiros de 5 e a amplitude
ndo ultrapassa a linha definida em p = 0.5 [24]. Portanto, para
verificar este comportamento, na Figura 5, esbocou-se a PCR
para valores arbitrdrios de p, n = 0.5 e ;4 = 0.35. Observa-se
que a convergéncia, nos pontos —3 e 3, vai se invertendo
de infinito para zero. A Figura 6 demonstra o comentado
acima por meio de uma dtica diferente, desta vez, os valores
fixos estdo em p e 7, enquanto p € variado. Finalmente, a
Figuras 7 ilustra, mais uma vez, como os parametros 7 € p
desempenham fungdes distintas, afetando de forma diversa no
comportamento da PCR.

0.7

<
=

No(0)/ fin

o
N

p=0,0.1,0.2,1/3,0.5,0.7,0.8,0.9

g _z 0
)

[SIE}
N

Fig. 3. PCR com n = 0.5, & = 0.5 e pardmetro p variando.

I

\
p=-09,-0.8,-0.7,-0.5, -1/3,-0.2,-0.1, 0

il

0.7

0.6

I
s

No(0)/ fn

o
W

0.1

0'(17r -z 0 z n
2

Fig. 4. PCR com n = 0.5, p = 0.5 e pardmetro p negativo variando.

V. CONCLUSOES

Visando aprofundar a modelagem introduzida em [12], este
artigo explorou a influéncia do desbalanceamento de clusters
de multipercurso em estatisticas de primeira e segunda ordem
para um sinal complexo 7-x. Embora formulagdes fechadas
para envoltéria ndo tenham sido encontradas, um estudo
numérico associado ao esboco de graficos demonstrou que
o parametro p também afeta sua distribuicdo. Ainda, uma
expressdo, nova, exata para a taxa de cruzamento de fase
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Fig. 5.
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o
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n

e
IS

o
)

4
»=0,0.1,0.2,1/3,0.5,0.7,0.8, 0.9

o

0.0 T o £ -

[4

PCR com 1 = 0.5, ¢ = 0.35 e parametro p variando.

0.7

\u\ 7o T.1
=1,0.75,0.5,0.35,0.325
0.6

0.5

1
=

o
o

o

0.0
n

|
|
(STE}
(=1
1N
N

Fig. 6. PCR com p = 0.5, n = 0.5 e pardmetro p variando.

foi derivada e graficos foram apresentados para ilustrar tal
comportamento. Trabalhos futuros envolvem um estudo mais
detalhado sobre a envoltéria que contemple uma expressdo ou,
até mesmo, uma aproximagao para sua distribuicio marginal.
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