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Filtragem Otima de Wiener pelo Critério da
Entropia Gaussiana
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Resumo—Este trabalho apresenta uma solucdo de forma
fechada para o problema de filtragem de Wiener utilizando o
critério da entropia gaussiana. Mostra-se que o filtro 6timo pode
ser obtido a partir de uma equacdo normal que leva em conta a
caracterizacao estatistica de segunda ordem completa dos sinais.
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entropia Gaussiana, nao-circularidade de segunda ordem
(impropriedade).

Abstract—This work presents a closed-form solution to the
Wiener filtering problem using the Gaussian entropy criterion. It
is shown that the optimum filter can be obtained from a normal
equation that takes into account the full second-order statistics of
the signals.

Keywords—Optimal Wiener filtering, Gaussian
criterion, second-order noncircularity (impropriety).

entropy

. INTRODUCAO

Processamento largamente linear (WL — Widely-Linear) é
uma técnica de processamento de sinais complexos que vem
sendo empregada para considerar a ndo-circularidade de
segunda ordem (ou impropriedade) de sinais aleatorios [1-4].
Exemplos de esquemas de modulacdo digital que produzem
sinais de banda base complexos e improprios sdo: BPSK
(Binary Phase Shift Keying), PAM (Pulse Amplitude
Modulation), GMSK (Gaussian Minimum Shift Keying) e
OQPSK (Offset Quaternary Phase Shift Keying) [5-6].

Em termos de filtragem de Wiener, utilizam-se dois filtros
lineares com resposta impulsiva finita (FIR — Finite Impulse
Response) para processar simultaneamente o sinal de entrada e
seu conjugado complexo. Deste modo, uma caracteriza¢do
estatistica de segunda ordem completa dos sinais aleatorios
envolvidos é obtida ao se utilizar o critério do erro quadratico
médio (MSE — Mean Square Erro). Semelhante a filtragem
estritamente linear de Wiener, o filtro WL 6timo (o vetor
resultante da concatenacdo dos vetores de coeficientes dos dois
filtros 6timos) é também obtido a partir de uma equacédo
normal que leva em conta as informacGes de covariancia e
pseudo-covariancia dos sinais.

Com base no conceito de modelagem largamente linear, a
versdo WL do algoritmo LMS (Least Mean Squares) foi
introduzida para filtragem adaptativa de sinais improprios [7].
Sua equacdo recursiva de adaptacdo do vetor de coeficientes
concatenado € idéntica a do algoritmo LMS convencional [8-
10].

Recentemente, o critério de otimizacdo da entropia
gaussiana foi proposto para filtragem adaptativa de sinais
improprios , sem a necessidade de se utilizar a modelagem WL
[11]. Um algoritmo baseado no gradiente estocastico foi

introduzido, cuja equacdo recursiva para atualizar o vetor de
coeficientes é semelhante a do algoritmo LMS, e reduz a essa
guando os sinais sdo préprios. Vale observar que o esquema de
filtragem de Wiener conserva sua estrutura convencional, com
apenas um filtro transversal.

Neste artigo, o filtro 6timo de Wiener segundo o critério da
entropia gaussiana é determinado. Verifica-se que o filtro
6timo pode ser obtido a partir de uma equagdo normal, tendo
em conta as estatisticas de segunda ordem de covariancia e
pseudo-covariancia dos sinais. Observa-se também que quando
0s sinais sdo proprios o critério da entropia gaussiana €
equivalente ao MSE.

Il.  CRITERIO DA ENTROPIA GAUSSIANA

Considere o esquema de filtragem de Wiener mostrado na
Figura 1, na forma de diagrama de blocos [8-10]. O sinal de
erro e(t) € definido pela diferenca entre o sinal desejado d(t) e
sua estimativa y(t) na saida do filtro:

e(t) =d(t) —y(t)
= d(t) — wix(b), 1)

onde
w = [w, Wlﬂ“':WN—I]T 2)

x(t) = [x(t),x(t —1),-,x(t =N+ 1]T (3)

denotam respectivamente os vetores Nx1 de coeficientes do
filtro transversal, de ordem N-1, e das amostras do sinal de
entrada presentes no filtro no instante de tempo discreto t.

d(o)

X(t) y(t) e(t)
+> w

N

Figura 1: Filtragem de Wiener

Considerando que o sinal de erro e(t) € um processo
aleatorio complexo, Gaussiano, estacionario, e de média zero,
sua entropia é definida como:

Hf{e(t)} =1+ log(n) +
+%log[(E{|e(t)|2})2 —|E{e*()}?]. 4

Logo, minimizar a entropia de e(t) consiste em minimizar o
argumento do logaritmo no terceiro termo do lado direito de
(4). Isto é:
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Je = (E{le®1*H? — |E{e*(D)}I*, ()

onde E{le(t)|?} é o MSE (Mean Square Error), ou a
covariancia de e(t), e E{e?(t)} é conhecida como pseudo-
covariancia, ou covariancia complementar, ou ainda fungéo de
relagdo de e(t) [1-3]. De (5), tem-se que:

I GO i
Jo = 11 = ey EUe@FD
= [1-1p,IP1(E{le®)I*}?, (6)
onde
p, = E{e*(©)}/E{le()|*} )

é definido como coeficiente de circularidade e |p,| como grau
de ndo circularidade de e(t) (0 < |p,| < 1). Quando |p,| = 0,
a fdp de e(t) é circular — e(t) é dito ser circular ou proprio, ja
que neste caso E{e?(t)} = 0; e quando |p,| = 1, além de ser
ndo circular, e(t) é dito ser retilineo ou maximamente
impréprio (dos termos em inglés rectilinear e maximally
improper, respectivamente) [2]. Observa-se aqui que no caso
extremo, em que |p,| = 1, J, = 0 e o critério de minimizagéo
da entropia de e(t) perde o sentido.

Il.  FIiLTRO LME OTiMO

A funcdo custo do critério da entropia média minima
(LME - Least Mean Entropy) em (5) pode ser reescrita como:

Je = [E{le®1?} = p,(E{e*(OD"]E{le(DI*},  (8)

onde
E{le®)|?} = & — p'w—wip+ wiRw  (9)

E{e*()} = y, — 2w q + wHCw". (10)

Em (9), o% = E{|d(t)|?} denota a covariancia de d(t),
p = E{x(t)d*(t)} o vetor de covariancia cruzada entre x(t) e
d(t), e R = E{x(t)x"(¢t)} a matriz de covariancia de x(t). Ja
em (10), y, = E{d*(t)} é a pseudo-covariancia de d(t),
q = E{x(t)d(t)} o vetor de pseudo-covaridncia cruzada entre
X(t) e d(t), e C = E{x(t)xT(t)} a matriz de pseudo-covariancia
de x(t). Logo, o vetor gradiente do critério LME, com respeito
aw, é dado por:

_ 0Je

~ owr

= —2E{|e(®)I?}[p — Rw - p,q + p,Cw’]. (1)

Define-se o vetor aumentado de g:

—Rw—piq+ o Cw”

_[8]__ n| P
8o = [g+] = ~2E{le(®) }[p* CR™W - p.q° + p,Clw

= _ZE{le(t)lz}[pa - Rawa]’ (12)
onde
w

Wa = [w*] (13)

denota o vetor aumentado de coeficientes do filtro,

p—p.q

=1 . 14
Pa [p —p.q ] (14)

0 vetor aumentado de covariancia e pseudo-covariancia
cruzadas entre x(t) e d(t), e

R —p,C

R, = [—peCH RT ] (15)

a matriz aumentada de covaridncia e pseudo-covariancia de

X(t). lgualando g, ao vetor nulo Oy, Chega-se a equagdo
normal aumentada da filtragem de Wiener LME:

Raw, = pg. (16)

Logo, assumindo que R, é definida positiva, encontra-se a
solucdo 6tima de forma fechada para w,:

Wagpe = Rlea- (17)

Usando a formula de Aithen para inversdo de matrizes
particionadas [12], tem-se que:

[ Re/RTT
¢ Re/=p, €N

(Ra/=p,07"

G B

onde (R,/[*])~! denota o complemento de Schur de R, com
respeito a [e]. Substituindo (18) em (17), chega-se a solugdo
de forma fechada do filtro 6timo de Wiener LME:

Wopt = (Ra/RT)_l[p - PE(I] +
Ro/=P,07'[p" = pq’], (19)
onde
(Rg/RTHT=R1+
+|p,|'RTICRT — |p,| CHRC) 1 CHR (20)
(Ra/=p,0)7" = p,(Ra/RT)TTC(RT) . (21)
A entropia média minima de e(t) do filtro 6timo é dada

por:
]emin = ]e (W) |w:w0pt

= () =17, 12 (22)
onde
Fin = E(e®)Hwmwop (23)
e
Vo = E{€? (O wewope (24)

Em se tratando de sinais proprios, 0,=0. De (19), observa-se
que:
Wopt = R_lp- (25)

Isto vale dizer que os critérios LME e MSE sdo equivalentes
para sinais proprios.

IV. CONCLUSOES

O filtro 6timo de Wiener segundo o critério da entropia
gaussiana foi determinado, e € obtido a partir de uma equagéao
normal, de forma fechada, levando-se em conta as estatisticas
de segunda ordem de covariancia e pseudo-covariancia dos
sinais. Observou-se também que para sinais proprios 0s
critérios LME e MSE se equivalem.
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