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A Transformada Numérica de Pascal
A.J. A. Paschoal, H. M. de Oliveira e R. M. Campello de Souza

Resumo — Uma nova transformada linear sobre corpos
finitos é introduzida, a transformada numérica de Pascal
(TNP). A matriz de transformacdo da TNP é obtida do
tridngulo de Pascal, com elementos considerados sobre GF(p).
Algumas propriedades da TNP sdo apresentadas e potenciais
aplicacdes da mesma sio sugeridas.

Palavras-Chave— Transformada de Pascal, Tridngulo de
Pascal, Corpos Finitos.

Abstract — A new linear transform over finite fields is
introduced, the number theoretic Pascal transform (NTPT).
The NTPT transformation matrix is obtained from Pascal's
triangle, with elements taken modulo p. A few properties of
the NTPT are presented and possible applications are
suggested.

Keywords — Pascal Transform, Pascal Triangle, Finite
Fields.

I. INTRODUCAO

O triangulo de Pascal, conhecido desde o século XIV,
tem sido utilizado em aplicagdes que envolvem as areas de
processamento de sinais [1,2], processamento de imagem
[3], analise numérica [4], probabilidade [5], entre outras.

Existem diversas defini¢des para a chamada matriz de
Pascal [6]. Artigos vém sendo publicados explorando
propriedades destas matrizes. Neste artigo, ¢ introduzida a
Transformada de Pascal sobre o corpo finito GF(p).

Na secdo II apresenta-se o triangulo de Pascal e sua
versao sobre GF(3) e algumas matrizes de Pascal sdo
apresentadas. Mostra-se como a matriz de Pascal pode ser
decomposta em um produto de duas matrizes (uma
triangular superior e outra triangular inferior). A partir desta
decomposi¢do, mostra-se como obter a matriz inversa de
Pascal.

Na Secdo III define-se a Transformada Numérica de
Pascal - TNP. Na Se¢fo IV sdo apresentadas algumas
propriedades da TNP. Na Sec¢do V sdo enumeradas possiveis
areas de aplicacdo para as novas ferramentas introduzidas
neste trabalho.

II. PRELIMINARES

Pascal em seu Traité du Triangle Arithmétique (1654)
explorou as propriedades do tridngulo que hoje ¢ conhecido
como tridngulo de Pascal, também conhecido como
triangulo de Tartaglia (italianos), tridngulo de Yang Hui
(chineses) ou ainda, tridngulo aritmético. Em verdade, o
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trabalho de Pascal foi o resultado de uma das conversas
frutiferas com Pierre de Fermat [7].

Existem muitos formatos de apresentacdo do referido
triangulo.
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Fig. 1: (a) Triangulo de Pascal. (b) Triangulo de Pascal sobre GF(3).
O tridngulo de Pascal foi explorado por Newton na
determinacdo do conhecido binémio de Newton.

Existem muitas defini¢des para a matriz de Pascal de
ordem N [8]. Aqui usaremos a defini¢do a seguir:

[Pycl: = Clipo
em que C},;, denota a combinagdo de (i + k), i a .

A matriz de Pascal definida assim pode ser decomposta
como o produto de uma matriz triangular superior por uma
matriz triangular inferior. Tal decomposi¢do ¢ conhecida
como decomposi¢ao de Cholesky [8], [9].

Exemplo 1. Decomposi¢do de uma matriz de Pascal de
ordem 5.

[1 1 1 1 1]

[1 2 3 4 5]

P=l1 3 6 10 15]

ll 4 10 20 35J

1 5 15 35 70
[10000] [11111]
[1 1 0 0 0] [0 1 2 3 4]
Ls=11 2 1 0 olus=lo o 1 3 &6l
{1 3 3 1 oj {0 00 1 4J
1 4 6 4 1 0 00 0 1

P5=L5U5.

Mostra-se que, para todo N, a fatoragdo de Cholesky
Py = LyUy € sempre possivel [8], [9], em que Ly é uma
matriz triangular inferior de elementos

_(ck, i>k,
Ly = -
0, caso contrario,
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e Uy = Ly". A matriz inversa de Pascal ¢ obtida por meio
de Py = UytLyt, em que

_1\i-krk ;
Lik_1={( 1)ikck, i >k, W

0, caso contrario.

Algumas propriedades da matriz de Pascal sao:
(i) Py € simétrica e positiva definida.
(i) Determinante de Py ¢ iguala 1.
(iii) Os autovalores das matrizes Py e Py sdo reais e
positivos.

III. ATRANSFORMADA NUMERICA DE PASCAL

A transformada de Pascal apresentada neste trabalho
relaciona sequéncias com elementos em GF(p), sendo,
portanto, denominada transformada numérica de Pascal
(TNP).

Defini¢do: A Transformada numérica de Pascal da
sequéncia v = (v, Vq, ..., Vn—1), Vi € GF(p), é a sequéncia
V= (Vy,Vy, ..., Vn_1), Vk € GF(p), em que

Vi := I Clige vi (mod p). (2)

Em formato matricial, escreve-se V = Pv, em que os
elementos da matriz sdo [P];, = C{yp.

Exemplo 2: Considere a matriz de Pascal de ordem 4 sobre
GF(5),

P4=

[N N
B W N -
O Wk
OO AR

A TNP da sequéncia v =(2,2,1,1) é a sequéncia
V=[1340].
Teorema 1 (Transformada Inversa) - A TNP inversa da
sequéncia V = (Vy, V4, ..., Vy—1), Vi € GF(p), € a sequéncia
v = (Vg,Vq, -, Un-1), V; € GF(p), em que

v = TR (D E o axin €/ CF] Vi (3)

Prova: Considerando-se a fatoragdo de Cholesky, pode-se
escrever Py = UR'Ly!. Da expressdo (1), e considerando-
se que Uy = Ly", chega-se a

N-1
[Pyl = (D > gl
j=Max(i,k)
e o resultado segue. n

Por meio da relagdo de Pascal, é possivel obter uma
defini¢do alternativa da TNP.

Proposigdo 1: As componentes da sequéncia V' podem ser
escritas em fungdo da componente V, ¢ dos valores da
sequéncia v = (v, V4, ..., Un—1) por meio de

Vi = Vo + ZNE[2E. €] viva )

em que Vo = YN ;.

Prova:
Partindo-se da relacdo de Pascal

Clix = Clip—1 + Clige-ny:

Multiplicando-se ambos os lados desta expressdo por v;
e somando emi=20,1,---,N — 1, chega-se a

Vi = Vi + 20532 Clig Vi ®)

Substituindo-se sucessivamente os valores k = 1,2,---

resulta em
N-2 k
i=0 Lr=i

Sobre corpos finitos ¢é possivel obter TNPs cujas
matrizes de transformacdo sdo do tipo triangular superior em
relagdo a diagonal secundaria.

Proposi¢do 2: Se p ¢ um namero primo, entdo, Cf,, =
0 (modp), r=0,1,2, ..., k—1.

Prova:
Ky =@+r)p+r—1D .. (p+r—k+1);

como 0 <r<k-—1, entdo p é um dos fatores do lado
direito da expressdo anterior. Assim, podemos escrever
k! C;’f+r = 0 (mod p), o que implica que p|k! ou p|C§+r.
Mas a primeira opg¢do implica que p|j para algum j tal que
1<j<k<p-1, o0 que ndo é possivel. Portanto, plC,’fw
ou Cfy, = 0 (mod p). "

Este resultado tem implicagdes referentes as matrizes de
transformacdo das TNP cujo comprimento ¢ um numero
primo.

Proposigdo 3: A matriz de transformacao da TNP, definida
sobre GF(p), cujo comprimento N ¢ um niimero primo, p,
tem todos os elementos abaixo de sua diagonal secundéria
iguais a zero.

Prova: Por definigdo, o eclemento P; da matriz de
transformagdo da TNP ¢é dado por C,;. Os elementos
abaixo da diagonal secundaria sdo tais que i +k = N (=
p), ou seja, i +k =p +r para algum r tal que 0 <r <
k — 1. Portanto, para estes elementos, podemos escrever

i _ pbtr=k _ g
i+k — Cp+r - CP+T
e, da proposicao 1, o resultado segue. [

Exemplo 2: Matriz de transformacdo da TNP de

comprimento 5 sobre GF(5):



XXXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES — SBRT2015, 1-4 DE SETEMBRO DE 2015, JUIZ DE FORA, MG

-
[uny

[EENEN N
OB WN R
COoO R WK
OO OB R
i

[unN
o

Algumas propriedades dessa familia de TNP podem ser
verificadas:

i) A TNP de um impulso ¢ uma constante.

ii) A TNP de uma constante ¢ um impulso deslocado.

iii) Uma dada componente V), depende apenas das
componentes v;,0 < i<p—1-—k.

iv) A inversa da matriz P, € triangular inferior em relagdo a
diagonal secundaria. Seus elementos sdo os mesmos de
B, porém aparecem refletidos em relagdo a esta
diagonal.

v) A soma dos elementos das linhas de F,, com exce¢do da
ultima linha, € congruente a zero médulo p.

vi) As complexidades multiplicativa e aditiva para se
computar a TNP sdo, respectivamente:

M(N) = @ (6)

A(N) = @ (7)

IV. PROPRIEDADES DA TNP

P1: Linearidade

N-1 N-1 N-1
Z Ciy (avi + puy) = «a z Cliyrvit P Z Ciyr Ui
i=0 i=0 i=0

av + fu e aV + pU.
P2: Deslocamento no Tempo

Considere a sequéncia b =(bgy,by,...,by_1) em que
b; = v;_,,. Entdo, b & B, em que

N-1-m

— i+m
By = § i+m+k Vi-

i=—m
P3: Impulso

A TNP da sequéncia §[n]=[10 -~00] é a sequéncia
V=1[VyV;-Vy_q],emque V, =1, Vk.

P4: Constante

7

A TNP da sequéncia constante unitaria v = (1,1,...,1) é a

sequéncia V = [V, V; -+ Vy_;] em que V}, = Ck*1.

V. COMENTARIOS

Transformadas definidas sobre corpos finitos tem sido
aplicadas em diversas areas, tais como:

e Marcas d’agua digital [ 14].

Multiplexacdo e Sistemas de multiplo acesso [15],
[16].

Codificagdo de canal [17], [18].

Criptografia [19], [20].

Espalhamento espectral [21], [22].

Processamento de Sinais [2], [23].

Comunica¢do multiusuario [24].

Especificamente, diversas versdes de transformadas
sobre corpos finitos vém sendo aplicadas, de modo que as
propriedades e a viabilidade da aplicagdo da TNP, nestes
cenarios, precisa ser investigada.

VI. CONCLUSOES

Neste trabalho uma nova transformada linear sobre corpos
finitos ¢ proposta, a transformada numérica de Pascal
(TNP). A matriz de transformag@o da TNP de comprimento
N, Py, ¢ obtida por meio do tridngulo de Pascal, com seus
elementos considerados modulo p, sendo uma matriz
simétrica com determinante igual a 1. A matriz Py admite a
fatoracdo de Cholesky, por meio da qual chega-se a TNP
inversa. Algumas propriedades da TNP foram apresentadas
e, por meio da relacdo de Pascal, uma definigdo alternativa
recursiva para a TNP foi proposta.

Um caso de interesse especial observado ¢ a TNP de
comprimento p sobre GF(p). Esta transformada,
denominada TNP prima, tem matriz B, triangular superior
em relagdo a diagonal secundaria, portanto, apresentando
uma implementacdo direta com complexidade aritmética
inferior a das outras. Algumas possiveis aplicagoes da TNP
nas areas de sistemas de comunica¢do multiusudrio e
codificagdo de canal estdo sendo investigadas.
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