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Soma por Partes para Sinais Periodicos e
Transformadas Discretas

R. J. Cintra

Resumo— O algoritmo de soma por partes é analisado e é
proposta uma modificacdo para o caso de sinais periédicos. Uma
expressdo geral para a soma por partes iterada é obtida. A
técnica proposta pode ser empregada para reescrever transfor-
madas discretas em um formalismo alternativo, permitindo o
desenvolvimento de novos algoritmos rapidos.

Palavras-Chave— Soma por partes, sinais periédicos, transfor-
madas discretas.

Abstract— The summation-by-parts method is analyzed and
adapted for discrete periodic signals. A general expression
for the iterated summation-by-parts is derived. The proposed
technique can be employed as a means to rewritten usual discrete
transforms under a new mathematical structure. New algorithms
can be subsequently derived.

Keywords— Summation-by-parts, periodic signals, discrete

transforms.

I. INTRODUCAO

Uma das expressOes matemadticas mais encontradas na lite-
ratura consiste da seguinte formulacio:

N-1

> zlnjylnl, M

n=0
em que x[n] e y[n] sdo sinais discretos. Esta expressdo
estdi presente em um vasto nuimero de situacdes, tais
como (i) cdlculo de correlagdo [1], (ii) avaliacdo de pro-
duto interno [2], (iii) estimagdo de valores esperados [3],
(iv) avaliacdo da qualidade de voz [4], (v) cdlculo de momen-
tos [5] e (vi) filtragem [6], para citar apenas alguns cendrios
imediatos.

Uma maneira alternativa de se calcular (1) é através da
técnica de soma por partes [7], que € andloga a regra de
integracdo por partes. Note a similaridade de (1) e a expressao
fb x(t)dy(t), em que z(-) e y(-) sdo funcdes reais bem-

a
comportadas num intervalo [a, b].

A técnica de soma por partes vem sendo aplicada em diver-
sos contextos com ferramenta de calculo numérico. Em [8],
a soma por partes é utilizada para modificar o algoritmo
de estimacdo de frequéncias introduzido por Kay [9]. No
contexto de solu¢do numérica de equacdes diferenciais, varios
trabalhos registram a aplicacdo da técnica de somas por partes
na andlise de condi¢des de contorno relacionadas ao problema
de difusdo [10], [11].

No contexto de processamento de sinais, Tretter consi-
derou o uso de somas por partes como recurso numérico
para estimacdo de frequéncias em ruido branco gaussiano
aditivo [12].
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TABELA I
RELACAO ENTRE NUCLEO DE TRANSFORMAGAO E TRANSFORMADA

Nicleo ker(n, k) Transformada Discreta

Fourier [17]

cas zwk Hartley [18], [19]
cos 2’;\7,”“ Fourier-cosseno [20]
sin (27;\71@) Fourier-seno [20]
cos (W("‘Qfl/?)k) Cosseno [21]
sin (w(n+12/§[)(k+1) ) Seno [22]

Particularmente, um caso de releviancia é configurado
quando os sinais z[n| e y[n| sdo discretos e periédicos com
periodo N, tais que x[n] = x[n+ N] e y[n] = y[n+ N], para
qualquer n. O tipo de soma descrito em (1) € encontrado em
vdrios contextos de processamento digital de sinais [13], [14],
como, por exemplo, no cdlculo das transformadas discretas.

Um transformada discreta tem a seguinte formulacdo geral

N-1
X[k = > znlkerln,k], k=0,1,....N—-1, (2)
n=0

z

em que N também é o comprimento da transformada, x[]
¢ um sinal discreto a ser analisado e ker[-,-] é denominado
de nicleo de transformagdo. Por exemplo, se ker[n,k] =
exp(—2mjnk/N), j = v/—1, entdo diz-se que o sinal X[
¢ a transformada discreta de Fourier (DFT) de z[-]. A Tabela I
elenca outras transformadas relevantes [14].

Considerando-se y[n] = ker[n, k], obtem-se que as transfor-
madas discretas sdo caso particulares do formalismo descrito
em (1). Talvez a primeira tentativa para calcular uma transfor-
mada discreta por meio da soma por partes tenha sido feita
por Boudreaux-Bartels e Parks [15], [16], em que a DFT foi
alvo de andlise.

Esta trabalho objetiva (i) analisar o algoritmo de soma por
partes e (ii) adaptd-lo para o tratamento de sinais discretos
e periddicos, sendo este udltimo item a contribuicdo deste
trabalho. E buscada a reformulagio do algoritmo de soma
por partes para que nativamente contemple sinais periédicos.
Nosso trabalho é fundamentalmente diferente da proposta de
Boudreaux-Bartels e Parks [15] em dois aspectos. Primei-
ramente, as expressdes que propomos sio matematicamente
menos complexas. Em segundo lugar, conseguimos eliminar
totalmente a necessidade de somatdrios infinitos exigidos
em [15], [16]. E, finalmente, nosso desenvolvimento é geral
para qualquer tipo de sinais periédicos, em contraste com [15]
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em que a técnica foi adaptada pontualmente para o caso da
DFT.

Este artigo tem a seguinte apresentacdo. Na Secdo II, é
derivado o método de soma por partes para sinais discretos
de comprimento finito. Subsequentemente, na Secdo III, mo-
dificamos a regra de soma por partes para que contemple sinais
periddicos. Para tal, demonstramos uma sequéncia de Lamas
auxiliares para construir o resultado. Um exemplo numérico
ilustrativo é fornecido na Secdo IV. A Secdo V descreve a
generalizacdo do método para somas iteradas. Finalmente, na
Secdo VI, realizamos uma discussdo enfatizando o resultado
deste trabalho no contexto de transformadas discretas; e for-
necemos uma breve conclusio.

II. SOMA POR PARTES

Inicialmente, vamos enunciar o algoritmo de soma por
partes, que € baseado na formulac¢do da diferenga do produto
de duas sequéncias. Note que hd um paralelo entre soma por
partes e integracdo por partes.

Defini¢do 1: Seja u[n] uma seqiiéncia. A seqiiéncia
diferenga de u[n] é expressa por
Auln] £ u[n + 1] — u[n).
|

Desse modo, a diferenga do produto de dois sinais u[n] e v[n]
é fornecida por:

A(u[n)v[n]) =uln + 1v[n + 1] — uln]vin]
=u[n + 1Jv[n + 1] — u[n]v[n + 1]
u[n]vin + 1] — u[n]v[n
—ufn](vln + 1] — vln))
+vln -+ 1(ufn + 1] - uln))
=u[n]Av[n] + v[n + 1]Auln].
Denotemos a operacdo de deslocamento a esquerda de uma
unidade por shift(u[n]) £ u[n 4 1]. Assim,

A(u[n)v[n]) = u[n]Av[n] + shift(v[n])Auln].
Rearranjando esta expressdo e somando em ambos os lados
da equacdo, temos que

Z u[n]Av[n] = Z A(uln]vn]) — Z shift(v[n])Auln].
Esta expressdo resulta na férmula de soma por partes, andloga
ao método de integrac@o por partes:

Z u[n]Av[n] = - Z shift(v[n])Auln].
Acrescentando-se os limites inferiores e superiores, obtemos
a seguinte proposicao.

Proposigcdo 1 (Soma por Partes): Sejam
sequéncias finitas. Entao
N—-1

3" ufn]Avln] = ufn \ Z:mﬂ Auln].

Corr?pare este ultimo resultado com a regra de integracao
por partes [23, p. 216]:
b b
— / v du,

b
/ udv=uv
a

em que u e v sdo fungdes diferencidveis no intervalo [a, b].

uln] e wv[n]

III. SOMA POR PARTES PARA SINAIS PERIODICOS

Nesse contexto, a expressdo geral da soma por partes serd
cuidadosamente examinada para o caso particular de sinais
periddicos. Com respeito a (1) e a Proposicdo 1, € admitida a
seguinte atribuicdo:

Avln] 2 afn],
ufn] 2 ynl.

No caso de transformadas discretas, a sequéncia u[n] pode ser
interpretada como o nticleo ker[n, k]. Assim, vem que:

Adicionalmente, vamos admitir que o sinal y[n] tenha média
nula, i.e, a soma de seus elementos é zero. Novamente,
esta situacdo € bastante tipica no contexto de transformadas
discretas [14]. Por simplicidade, vamos admitir, sem qualquer
perda de generalidade, que o sinal em anélise z[n] também
tem média nula. Caso um sinal original ndo tenha média nula,
subtraia-se de todos os seus elementos a média do sinal.

Observe que a férmula da soma por partes requer que
seja calculado o vetor v[n]. Para isso, é necessdrio realizar
a operacdo inversa a diferenca finita. Isto é obtido por meio
de uma estrutura matemdtica que fornega a anti-diferenca.

Lema 1 (Anti-diferen¢a): Dado um sinal diferenga Av|n],
entdo o sinal v[n| que lhe é associado é dado por

0] + Z Awvli]
Demonstragdo: Temos claramente que

vin] = Avln — 1] +vn—1], n=12,...,N.

n=12,...,N.

Analisando esta recursdo, podemos escrever:

v[n] = Avn — 1] + v[n — 1]
= Av[n — 1]+ Avjn — 2] + v[n — 2]
= Av[n — 1]+ Av[n — 2] + Av[n — 3] + v[n — 3]
= Av[n — 1] 4 - - - + Av[0] + v[0]
= (0] + ) _ Awli],
i=0
paran=12 ... N. |

Note que o sinal v[n] ndo é unicamente especificado pelo
sinal diferen¢a Av[n]. Hd uma familia de sinais que satisfazem
o par diferenca v[n| e Av[n] a depender da escolha de v[0].

Apesar dessa aparente dificuldade em inequivocamente se
identificar v[n], mostraremos que a férmula de soma por partes
ndo € afetada por esta aparente dificuldade. Mas, antes disso,
precisamos de alguns resultados preliminares fornecidos pelos
proximos lemas.

Lema 2: Seja ¢ uma constante. Entdo shift(v[n] + ¢) =
shift(v[n]) + ¢

Demonstracdo: Claramente, vem que

shift(v[n] + ¢) =vin+ 1] + ¢
= shift(v[n]) + ¢
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|

Cabe um breve comentdrio acerca do operador shift(-). No
caso de sinais periédicos, o deslocamento por ele fornecido
torna-se ciclico.

Lema 3 (Diferenca é Periddica): Seja  wu[n] um  sinal
periddico de periodo N. Entdo sua diferenca Au[n| também
é periddica de periodo N com média nula.

Demonstragdo: A periodicidade de Au[n] decorre direta-
mente do fato de que u[n] é periddico: A(u[n+ N]) = Au[n].
Além disso, se u[n] tem média nula, entdo ZS:OI u[n] = 0.
Logo, tem-se também que

Z_ Aun] =

N-1

(]

(u[n +1] — uln])

= : un+1] — : uln]
= (u[1] + u[2] +u[N — 1]+ u[N]) -0

Il Il I
[ Z 2
g [
£
=,

|
Lema 4 (Anti-diferenca é Periédica): Seja Av[n] um sinal
periédico de periodo N com média nula. Entdo sua anti-
diferenca v[n] também é periédica de perlodo N.
Demonstragdo: Considerando que (i) Z L Ai] = 0,
devido a média de Av[n] ser nula, e que (ii) Av[n —N] =
Awv[n], vem que:

(nJrN
v[n+ N] =0[0 Z Av
n+N-—1
+ Z Avlil+ > Avli]
i=0 i=N
n—1

=v[0] + 0+ Y Avli — N]

i=0
n—1
+ > Avli]
i=0
=v[n], Vn.

Denotaremos v[0] por valor inicial e Z;:Ol Avli] por termo
de reconstrugdo. [ |

Uma implica¢do imediata deste ultimo lema é que o termo
cruzado u[n]v[n]|év contido na expressdo da soma por partes
é nulo. Pois, tem-se que

uln]vln] ;V = u[N]v[N] — u[0]v][0]
= u[0]v[0] — u[0]v[0]
=0.

Consequentemente,
proposicao.

acabamos de demonstrar a seguinte

Proposicdo 2 (Soma por Partes para Sinais Periddicos):
Sejam u[n]| e Av[n] sinais periddicos de periodo N. Admita
que Awv[n] tenha média nula. Entdo

Z_ u[n]A

N-1
- Z shift(v[n])Auln]. 3)

n=0

|

Esta expressdo ¢é compardvel em estrutura com as
Equagdes (7)—(10) do trabalho de Bordeaux-Bartels and
Parks [16].

Vamos agora, finalmente, mostrar que a escolha do valor
inicial v[0] € irrelevante para o célculo da soma por partes.

Proposicdo 3: Sejam wu[n] e Aw[n] sinais discretos
periédicos de periodo N. Admita que Av[n] tem média nula.
Entdo

N-1 N-1
> shift(v[n]) Auln] = Y shift(v/[n]) Auln],
n=0 n=0

em que v[n] = v'[n] 4+ v[0], em que o valor inicial v[0] é uma
constante arbitrdria.

Demonstracdo: Este resultado € obtido apds alguma
manipulacdo algébrica e a aplicagdo dos Lemas 2, 3 e 4. Tem-
se que

N-1 N-1
Z shift(v[n])Auln] = shift(v'[n] + v[0]) Auln]
&
= (shift(v'[n]) + v[0]) Auln]
&

shift (v'[n]) Au[n]

3
—

+

v[0]Auln

=0
n=0

2

-1

= shift(v'[n]) Auln).

=0

3

1V. EXEMPLO

Nesta secdo, fornecemos um pequeno exemplo numérico
para ilustrar o ponto das ferramentas desenvolvidas.

Considere um sinal discreto periédico z[n] =
[13 =5 —8]" ¢ um ndcleo periédico ker[n,k] =
2 4 —3]T. Facamos Av[n] = z[n] e u[n] = ker[n, k].
Inicialmente, calculemos a expressdo original:

> uln]Avin] =2 x 13 44 x (=5) + (—3) x (=8) = 30.

n=0

Encontremos agora o sinal v[n| como se segue:

v[1] = v[0] + Av[0] = v[0] + 13,
v[2] = v[0] + Av[0] + Av[l] = v[0] + 8,
v[3] = v[0] + Av[0] + Av[1] + Av[2] = v[0].
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Fazendo v[0] = 0, obtemos que [0 13 8]. Aplicando o
operador diferenca ao sinal u[n], implica que:

Aul0] = ufl] —u[0] = 2,
Aull] = u[2] - U[]: -7,
Auf2] = u[3] - uf2] =

Note que, pela periodicidade dos sinais, u[3] = wu[0]. Apli-
cando a soma por partes como descrita na Proposi¢do 2,
obtemos que a expressdo acima tem que ser igual a:

_ i shift(v[n])Auln] =

= 30.

—(13x24+8x%x (=7)+0x5)

Este exemplo nos leva ao seguinte lema que diz como
realizar a operagdo inversa do operador diferenca.
Lema 5 (Anti-diferenga): Adote v[0] = 0. Entdo

] = Y Al

V. SOMAS POR PARTES ITERADA

n=12....,N—1. 4)

O procedimento de soma por partes pode ser recursivamente
iterado, podendo-se obter expressdes em termos de diferengas
de ordens mais elevadas e somatdrios multiplos. Para ilustrar
0 processo, realizaremos inicialmente apenas uma iteragdo.
Posteriormente, uma generalizagdo serd fornecida para uma
quantidade arbitrdria de iteragdes.

J4 foi mostrado que:

N-1 N-1 n—1
Z u[n]Av[n] = — Z shift (Z Av[i]) Auln].
n=0 n=0 i=0

Para realizagdo uma iteragdo do algoritmo proposto, basta
definir novos sinais auxiliares da seguinte maneira:

Awvy[n] = shift (Z Awvli )
uz[n] = Auln].

Assim, o desenvolvimento algébrico completo assume a se-
guinte forma:

N-1 N-1 n—1
> ul =— ) shift (Z mm) Auln]
n=0 n=0 =0
=— Z Awvs[n)uz[n]
n=0

= shift(va[n])Auz[n)

= - [shift <U2 [0] + z_: Avy M) A(Au[n])

(]

1—1
[Shlft (vg + Z shift (Z Awvlig ))]
11=0 19=0

au[n],

X
> o

em que Ag(z[n]) é a diferenca de ordem k dada por
Ar(xln]) = A(Ar—1 (2[n])) e Aoaln] = a[n].

Cabe agora uma observacdo. Foi comentado anteriormente
que, durante a reconstrugdo de wv[n] a partir de Av[n], a
escolha de v[0] ndo era importante. Entretanto, quando o
procedimento de soma por partes € iterado, essa escolha
¢ crucial. O valor inicial deve ser tomados de tal maneira
que o sinal reconstruido tenha média nula. Isso pode ser
obtido ao se atribuir a fv[O] o valor da média do termo
de reconstrugdo Zik—lo Awlig]. Para simplificar a notagéo,
definamos shift(x[n]) = shift(z[n] — Z), em que Z é a média
de z[n]. Assim, vem que:

N-1

Zu n|Av[n] =

" N-1 i1—1
Z shift <Z shift (Z Awvlig ))
n=0

11=0 12=0
No caso geral, apds r iteracdes, tem-se o seguinte resultado.

Proposicdo 4: Vide expressao (4).

Em dltima anélise, uma soma € trocada por uma outra que
pode ser computacionalmente mais atrativa. Por exemplo, na
soma original, tem-se multiplica¢des por u[n], ao passo que
a soma por partes oferece multiplicacdes por Apuln], para
algum k a depender do nimero de iteragdes empregadas.
O vetor Agu[n] pode possuir elementos computacionalmente
mais simples de serem manipulados. Ou seja, em situacdes
em que o operador diferenca oferecer vetores de complexidade
aritmética multiplicativa decrescente, a aplicacdo da soma por
partes € considerdvel. Por outro lado, é claro que quantidade
de adicdes € significativamente aumentada, quando se compara
com a soma original que s6 apresenta /N — 1 adi¢des. Entre-
tanto, o ponto consiste em possivelmente trocar multiplicacdes
por adic¢des, fendmeno tipico da implementagio de algoritmos
rapidos [14], [24]. E reconhecido que multiplicacdes sdo
operacdes mais lentas que adicdes, exigindo maior quantidade
de ciclos de maquina num computador bindrio.

Asuln].

VI. DISCUSSAO E CONCLUSAO

Nesta exposi¢do, foi realizada uma andlise da aplicacdo da
propriedade de soma por partes para o caso particular de sinais
discretos periddicos. Foram enunciadas condi¢des necessarias
e suficientes para uma versdo simplificada da soma por partes.

Essencialmente, a técnica aqui descrita permite reescrever
o produto interno de dois sinais em uma forma alternativa.
O estado atual dessa pesquisa aponta para a identificacdo de
situacdes em que aplicacdo da soma por partes ofereca ganhos
computacionais. Uma possibilidade promissora € aplicar esta
técnica para o cdlculo de transformadas discretas.

De fato, aplicando-se (3) em (2), temos:

n| kern, k] = Z shift (Z Ax[i] ) (ker[n, k]).

5)

Fundamentalmente, uma transformada foi reescrita em ou-
tra. Note que a complexidade computacional multiplicativa da
transformada original (lado esquerdo de (5)) é governada pela

N—

Z
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N-1 N-1 n—1
Z u[n]Av[n] = (-1)" Z shift Z shift
n=0 n=0 i1=0

11—

i2=0

1
3 SHife

7;271 iT—l_l
Z e Z Avliy] Ayuln). 4)
i3=0 ir=0

natureza dos elementos de ker[n, k]. Assim, se os elementos
de A(ker[n, k]) forem computacionalmente mais simples que
os elementos de ker[n, k|, entdo o método de soma por partes
torna-se atrativo. Em trabalho futuro, a técnica descrita neste
trabalho serd aplicada em diversas transformadas (e.g., trans-
formadas trigonométricas) a fim de identificar casos emque a
soma por partes traz significativa vantagem numérica.

Em termos de complexidade computacional, o custo desta
“transformacdo” de transformadas é apenas aditivo, repre-
sentado pelas operacdes de diferenca (Definicdo 1) e anti-
diferenca (Lema 5). Estas operagdes representam custos com-
putacionais de N e N — 1 adicdes, respectivamente. Este
tipo de “trade-off” aditivo-multiplicativo é frequentemente
observado na drea de projeto de algoritmos rapidos [25]-[28].

Cabe também observar que o desenvolvimento realizado
aqui € diretamente aplicavel a sinais e transformadas definidos
sobre corpos finitos [29], [30].

Adicionalmente, foi identificada uma conexao entre os ele-
mentos fornecidos pelas somas em cascata € os nimeros de
Stirling [7], que serdo alvo da continuagdo dessa pesquisa. E,
finalmente, os resultados aqui descritos serdo levados ao for-
malismo matricial para maior flexibilidade de implementacgao
em pacotes numéricos, tais como MATLAB/GNU Octave [31]
ou R [32].
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