XXXII SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT2015, 1-4 DE SETEMBRO DE 2015, JUIZ DE FORA, MG

Reduzindo a Complexidade Aditiva de
Transformadas Lineares

G. Jerdonimo da Silva Jr., R. M. Campello de Souza e R. C. de Oliveira

Resumo— Este artigo reapresenta a teoria da complexidade
aditiva para transformadas lineares e introduz uma nova abor-
dagem para a reducio desta complexidade. Um novo algoritmo
para reduzir o nimero de adicdes em uma transformada linear,
em comparacio com o nimero de adicoes expresso pela matriz
de transformacio, é proposto. Exemplos desta reducdo sio
apresentados.

Palavras-Chave— Complexidade aditiva, matriz bielementar,
matriz adicao, redutibilidade aditiva.

Abstract— This paper revisits the theory of additive complexity
for linear transforms and introduces a new approach to reduce
this complexity. A new algorithm for reducing the number of
additions over a linear transform, in comparison with the number
of additions indicated by the transformation matrix, is proposed.
Examples of such reduction are presented.

Keywords— Additive complexity, bielementary matrix, addition
matrix, additive reducibility.

I. INTRODUCAO

Existe um conjunto de definicdes bem estabelecidas para
conceituar o que sdo multiplicacdes e adigdes em algorit-
mos aritméticos [1], [2]. Tais defini¢des sdo aplicdveis na
engenharia no momento em que existe uma representaciao
dos ndmeros em mdaquinas digitais. Sabendo que tais
maquinas possuem limitacdes sobre esta representagdo, &
importante quantificar a complexidade da implementagdo de
multiplicacdes e adi¢des.

Um caso particular sdo os algoritmos rdpidos para a
transformada discreta de Fourier (DFT, do inglés discrete
Fourier transform), popularmente conhecidos como transfor-
mada rdpida de Fourier (FFT, do inglés fast Fourier transform)
[3]. Algumas FFTs sdo produzidas realizando-se a fatoragcdo da
matriz da DFT na forma CBA, em que C e A s@o matrizes com
nimeros racionais, geralmente poténcias de dois, e a matriz B
é diagonal [2],[4]-[6].

A decomposicdo em bases numéricas e a decomposi¢io
de um conjunto de matrizes em matrizes de posto unitdrio
possibilita que qualquer transformada discreta linear possa ser
simplificada para a forma CBA [7], [8]. Nesse contexto, a
complexidade multiplicativa é o nimero de elementos nio
racionais da matriz B e a complexidade aditiva depende
das matrizes com numeros racionais C e A, matrizes que
representam uma transformada linear racional, de uma maneira
heuristica ndo elementar [2], [4], [9].
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Em transformadas lineares racionais, considera-se que
multiplicagdes por niimeros racionais sdo triviais e apresentam
complexidade menor que a complexidade aditiva. Na pratica,
esse resultado é facilmente visualizado para nimeros da forma
2™m, m € Z [8], [10], [11].

O primeiro método sistemdtico para obter a complexidade
aditiva de transformadas racionais foi a fatoragdo em matrizes
bielementares [12]. Tal método se mostrou eficiente para
implementagdes de transformadas racionais com complexidade
aditiva reduzida, entretanto, ndo resulta no algoritmo com
menor complexidade aditiva para alguns casos.

Considere, por exemplo, a complexidade aditiva da
computagdo do vetor

mn 1 1 1 1 Zo
vl |1 0 0 -1 )
w | |1 0 -1 1 zo |7 M
Y3 1 -1 1 1 T3

em que xg, 1, T2 € T3 sdo varidveis. Considerando apenas a
computagdo de yo, existem varias opcdes, por exemplo yg =
((xg + 1) + 22) + 23 ou yo = (xo + x2) + (1 + x3) sdo
opgoes diferentes para computar apenas yo. Observa-se que,
niao importando a ordem ou arranjo das adi¢des, o nimero
minimo de adi¢cdes para se computar apenas a componente y;
depende do nimero de variaveis envolvidas na computagao,
denotado por Ny, e é dado por

CA(yz) = NV —1. (2)

Realizando a computagdo isoladamente de cada y;, a
computacdo de (1) é realizada com 9 adic¢des. Utilizando a
fatoracdo em matrizes bielementares, € possivel computar (1)
com 7 adi¢des. Entretanto, é possivel computar (1) com 6
adicdes. Essa limitacdo foi observada por R. C. de Oliveira
[13], levando a fatoragdo por matriz adicdo introduzida na
Secao III.

A préxima secdo apresenta, de forma resumida, os princi-
pais resultados da teoria da complexidade aditiva para transfor-
madas [12]. A Secdo IV apresenta duas maneiras de sintetizar
a implementacdo resultante da fatora¢do por matriz adicdo. As
conclusdes sdo apresentadas na Secdo V.

II. PRELIMINARES

Uma transformada linear pode ser representada de forma
matricial por

V = W, 3)
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Na condic@o particular em que ¢; ; € Q, isto é, a matriz
de transformacdo W contém apenas elementos racionais, a
transformada ndo contém multiplicacdes. Neste caso, tem-se
apenas multiplicacdes triviais e adicdes.

Teorema 1: Seja ¥ uma matriz racional M x N, sem
linhas nulas e com Z elementos nulos. Se Ca(¥) denota a
complexidade aditiva de se computar (3) através do método
direto, entdo

CAa(U)=M(N-1)-Z 4
Demonstracdo: Utilizando a Equacgdo (2) para a linha 1,
tem-se
Ai =N-1- Zi,

em que z; € o nimero de elementos nulos na linha 7. Assim
M

Ca(®) =) (N —-1-2z),

CA(W) = MV 1) -3

e, desde que Zf\il z; = Z, o teorema esta demonstrado. N
Teorema 2: Se U, e ¥} sdo matrizes racionais e (¥, ¥y)
denota a transformada racional dada por V = U, (¥,v). Entdo

Ca(U,¥p) = Ca(¥q) + Ca(Ty). &)
Demonstragdo: Por defini¢do, Ca(V,¥;) é a complexi-
dade aditiva de se computar

V = \I/a(\I/b”U).

Denotando A
‘/b - \I/b'U,

que é computada com Ca(V;) adi¢Bes, entdo pode-se com-
putar V' por
V =V,V,

com Ca (¥, ) adig¢des, totalizando Ca(¥,) + Ca(¥}) adigdes.

|

E importante fatorar a matriz da transformada linear racional

em matrizes com certas caracteristicas. A definicdo a seguir,

introduzida em [12], € utilizada para fatorar matrizes de trans-

formadas racionais lineares e obter algoritmos com ndmero de
adi¢Oes reduzidas.

Definigdo 1: Define-se como matriz bielementar uma ma-
triz sobre o corpo dos racionais, em que todas as suas linhas
devem ter no maximo dois elementos ndo nulos; além disso, as
linhas com dois elementos, consideradas como vetores no R*,
em que [N é o nimero de colunas, devem apresentar direcdes
distintas.

Essa defini¢d@o € utilizada para o refinamento da abordagem
apresentada na préxima sec¢do.

ITI. FATORACAO EM MATRIZES ADICAO

Definicdo 2: Uma matriz adi¢cdo de ordem N, N > 2, é
uma matriz sobre o corpo dos racionais [(N + 1) x N]| da

forma 7
_ N

em que Iy é a matriz identidade de ordem N e a é uma
matriz coluna (N x 1) com exatos dois elementos ndo nulos.
A iltima linha de A, a”', é chamada de vetor adicdo.

Pela Defini¢do 2, se A é uma matriz adigdo, entdo Ca(A) =
1. A defini¢do seguinte mostra como qualquer matriz com N
colunas pode ser escrita como um produto matricial envol-
vendo uma matriz adi¢do de ordem N.

Definicdo 3: A divisdo (divisdo por matriz adicdo) de uma
matriz B, (L x N), pela matriz adi¢do A; de ordem N é a
matriz By, [L x (N + 1)], em que

B =DBA;.

Do mesmo modo, diz-se que a matriz B pode ser fatorada
em B A;. Para realizar essa operagio, define-se a matriz linha
bindria p = w(al) e p = I — p, em que al é o vetor adi¢io
de Ay, I é a matriz linha (1 x N) com elementos unitdrios
e a fungdo w(.) é a fungéo peso de Hamming, definida por

w(ag]mrxn) 2 [wi]axs

0,
Wi; = 1

Sendo blT a [-ésima linha de B, a matriz B; é a matriz com
[-ésima linha dada por [p ® blT|Bl] se Bar = by, B € Q, e
linha [b]'|0] caso contrdrio, em que ® denota a multiplicagdo
termo a termo.

Exemplo 1: Dividir a matriz

se a;; =0,
caso contrario.

1 1 2 1
1 -1 1 -1
B=11 1 2 1|
o 1 4 2
pela matriz adicao
10 00
01 00
Ai=|10 0 1 0
0 0 01
00 2 1

Utilizando-se dos procedimentos descritos na Defini¢do 3,
obtem-se a matriz

1 10 0] 1
1 -1 1 -1
Bi=11 10 o0]-1
0 10 0
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A matriz B; é obtida zerando-se as posi¢des referentes ao
vetor adicdo de A1, [0 0 2 1], da matriz B na linha [ quando
a matriz B; possui elemento ndao nulo na udltima coluna da
linha [. Pode ser observado que para cada linha de B; em
que as posicdes referentes ao vetor adi¢do sdo nulas, o tltimo
elemento da linha é ndo nulo.

Denota-se por perfuracdo o procedimento de zerar as
posicdes da matriz B adequadamente para obter a matriz
B;. A divisio de uma matriz B pela matriz adicio A é
simplesmente a obtengdo da matriz By através da perfuracio
da matriz B e do acréscimo da dltima coluna adequadamente.

Definicdo 4: Define-se como redugcdo aditiva, de uma
fatoracdo em matriz adi¢cdo dada por B = BjA;, sendo A;
uma matriz adi¢do, o nimero de elementos nio nulos da dltima
coluna de Bj.

Exemplo 2: A fatoracdo da matriz B, apresentada no Exem-
plo 1, apresenta reducdo aditiva r; = 3, pois existem trés
elementos nao nulos na ultima coluna da matriz B;. Pode-se
dividir a matriz B pela matriz Ao, dada por

1 0 00
0 100
A,=10 0 1 0
0 0 01
1 -1 0 0

Nesse caso, o resultado da divisdo da matriz B pela matriz
adicdo As é

11 2 1]0
00 1 —-1|1
Ba=14 0 —2 —1/1
01 4 2|0

Essa nova fatorag@o apresenta reducdo aditiva ro = 2.
Teorema 3: Seja C' uma matriz (M x N), A uma matriz
adi¢do e C = BA a fatoragdo em matriz adicdo de C' com
reducdo aditiva r, obtida pela divisdo por matriz adi¢do de C'
por A. Entdo
Ca(B) = CA(C) — . ©6)
Demonstragdo: A matriz B, [M x (N + 1)], possui
as primeiras N colunas da matriz C' com alguns elementos
substituidos por zero. Usando (4),

Ca(B) = M(N) - Zg, ©)

em que Zp € o nimero de zeros em B. A dltima coluna de
B possui 7 elementos ndo nulos (redugdo aditiva) e M — r
elementos nulos. Para cada elemento ndo nulo, adiciona-se
dois zeros nas primeiras N colunas de B em relacdo a C;
assim, se Z¢ denota o nimero de zeros da matriz C, entdao

Zp=Zc+2r+M—-—r=Zc+M+r. (8)
substituindo (8) em (7), tem-se
CA(B) :M(N—l)—Zc—T:CA(C)—T.

|

Definicdo 5: Define-se como redutibilidade aditiva de uma

matriz qualquer, B, o valor da mdxima reducdo aditiva possivel
por uma fatoracdo de B por matriz adi¢do.

Exemplo 3: Testando varias fatoracdes possiveis na matriz
B, apresentada no Exemplo 1, chega-se a conclusdo que a
maxima reducdo aditiva ocorre quando se divide B por A;
(Exemplo 1), assim, a redutibilidade de B é 3 (trés).

Para uma matriz B com redutibilidade aditiva R, existe uma
fatoragdo por matriz adi¢do dada por B = B A; com reducdo
aditiva R. Isso significa que existe uma implementacdo para
V = Bwv através de V = By(A4;v), algoritmo com complexi-
dade aditiva

AR = Ca(B1) + Ca(A1),

por (6),
Ar =Ca(B) — R+ 1.

Se R > 1, existe uma redugdo de complexidade aditiva em
realizar o algoritmo através da fatoracio B = B1A;. Se R =
1, nfo existe ganho mas também ndo existem prejuizos. Se
R = 0, mostra-se que Ca(B) = 0. Assim, se Co(B) > 1,
entao

CA(Bl) < CA(B)

Isso significa que se B possui redutibilidade aditiva maior
que um, pode-se reduzir o nimero de adi¢des por meio da
fatoragdo em matriz adi¢do. Se B possui redutibilidade aditiva
unitaria, pode-se utilizar a fatoragdo em matriz adicdo, mas nio
vai ocorrer reducdo da complexidade. Esse resultado inspira a
Proposicdo a seguir.

Proposigdo 1: Fatoragdo recursiva de uma matriz racional
B por matrizes adig@o:

e Calcule a redutibilidade, R, de B e encontre as .J
fatoragdes B = Bj/ij, em que flj sdo matrizes adicdo,
i=12...,J. R

 Escolha a fatoragdo com B; com mdaxima redutibilidade,
denote A; = flj e B = Bj e fatore B = B1A;. Se
existir mais de uma opgdo para Bj com maxima reduti-
bilidade, deve-se analisar os quocientes com maxima re-
dutibilidade da divisdo por matriz adi¢do recursivamente.

e Sendo B = BjAj, se a redutibilidade de B, é R; > 1,
repita o item 1 e 2 para fatorar By em B; = ByAy e
sucessivamente para fatorar B; em B; = B; 114,41, até
que a redutibilidade R; de B; seja menor ou igual a um.

o A fatoracdo resultante € B = B, Hll: I A;, com reduti-
bilidade de By, Ry, menor ou igual a um.

A fatoracdo em matrizes adi¢do produz algoritmos com
complexidade aditiva menor que a fatoracdo bielementar [12],
porém, que necessitam de mais passos em alguns casos.
Alguns procedimentos diminuem o nimero de matrizes e a
ordem das matrizes na fatoragdo por matrizes adi¢do. Esses
procedimentos sdo apresentados na préxima secao.

IV. REFINAMENTO DA FATORACAO

Existem dois procedimentos que simplificam a fatoracdo
em matrizes adi¢do. O primeiro procedimento é chamado de
redugdo de ordem e ocorre quando a matriz B; da fatoracdo
B = B; A, A sendo uma matriz adi¢do, possui uma ou mais
colunas nulas. Se isso ocorre, pode-se eliminar as colunas
nulas juntamente com as respectivas linhas de A. O exemplo
a seguir mostra como € feita a reducdo de ordem.
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Exemplo 4: Considere o resultado da divisdo da matriz

-1 -1 1 0
1 -1 0 1
¢= 1 1 -1 1
1 1 -1 0
pela matriz adicao
1 0 0 0
0 1 0 0
Ai=10 0 1 0
0 0 0 1
01 -1 0
O resultado é
-1 0 0 0|-1
1 -1 0 1 0
Cr= 1 00 1| 1
1 0 0 O 1

A terceira coluna de C € nula, pode-se entdo cancelar essa
coluna e cancelar a terceira linha de A, assim

-1 00 -1 10 00
c_| t -1 1 oof{o1 00
“l 1 01 1|loo0o 01

1 00 1][0 1 =10

O segundo refinamento é o agrupamento bielementar, que
pode ser feito quando o produto de duas matrizes adjacentes
da fatorac@o resulta em uma matriz bielementar. Nesse caso,
pode-se substituir as duas matrizes por uma tinica matriz biele-
mentar, que é equivalente a executar duas adicdes indepen-
dentes simultaneamente no mesmo passo da implementacdo
do algoritmo. O exemplo a seguir mostra como o0 agrupamento
bielementar é realizado.

Exemplo 5: A fatoragdo da matriz

1 01 -1
0 1 1 -1
b= 1 -1 1 1
1 0 0 -1
em matrizes adi¢do é
D = Dy Az Ay, )
em que
00 1 0| O0f1
00 1 0| 1|0
D2=11 01 0|-1|0 |
00 0 0 Of1
_ I5
A2=110 0 -1 0
© I
_ 4
Al__o 1 0 -1

Observa-se que A A; resulta na matriz bielementar

1y
;=01 0 -1
10 0 -1

Nesse caso, a fatoragdo D = D, ®; possui a mesma complexi-
dade aditiva de (9), mas € mais indicada para implementacao
pois realiza a computagdo de V' = Dwv com apenas dois passos
(duas transformacgdes racionais).

Utilizando a fatoragdo em matrizes adi¢do em conjunto com
os refinamentos, pode-se produzir boas implementa¢des de
transformadas racionais.

Proposicdo 2: Algoritmo para computar a transformada
racional V = Bu:

o Fatorar a matriz B utilizando a Proposi¢do 1 para obter
B =B Hzl:L Ay

o Fatorar a matriz B;, em matrizes bielementares [12].

o Realizar o refinamento na fatoracdo de B para mini-
mizar o nimero de passos da implementagdo, B =
ApAp_1...AxA;.

e« A implementacio do algoritmo é feita por V =
AP(AP—l PN (AQ(Al’U)) .. )

Exemplo 6: Aplicar a Proposicdo 2 para implementar V =
Dv, em que D é a matriz apresentada no Exemplo 5. O
primeiro passo resulta em (9). O segundo passo é fatorar a
matriz D, em matrizes bielementares; esse passo ndo reduz
a complexidade aditiva, apenas melhora a implementacio
da transformada racional. Uma das possiveis solucdes é a
fatoracdo Do = ®2P¢, em que

_ I
=11 01 00 0
e
0 01 0 0 10
Do — 0 01 0 1 0]0
2710000 -1 01
00 00 0 110
Assim, D = ®5P;A5A;. No terceiro passo, verifica-se

que a matriz A A; é bielementar e, sucessivamente, A; =
®1(AzA;) também é bielementar. Assim, temos a fatoracdo
agrupada D = ®3A;, em que

1y
01 0 -1
Al_100—1
10 1 0

Ainda no terceiro passo, pode-se reduzir a ordem das matrizes
fatoradas, pois @5 possui duas colunas nulas. Assim

1 0107001 o0
1 100|010 -1
D=1o 101|100 -1 (10)
0 o 1o0|l|l101 o0

A partir de (10), implementa-se a computacdo de V' com 6
somadores distribuidos em dois estdgios, como mostra a Figura
1.

A Proposicao 1 ¢ qtil para calcular a complexidade aditiva
de qualquer transformada discreta linear, a partir das matrizes
racionais A e C da forma CBA da transformada, obtidas a
partir da decomposi¢do do niicleo da transformada em bases
numéricas e da decomposi¢cdo de um conjunto de matrizes em
matrizes de posto unitdrio [7], [8]. A Proposi¢do 2 é usada
para gerar implementacdes com o niimero de adi¢des reduzido.
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Fig. 1.

Implementacdo de V' = Dwv utilizando (10).

Entretanto, ndo existe prova de que tal proposi¢do leva ao
algoritmo com menor complexidade.

Exemplo 7: A fatoracdo em matrizes bielementares, como
descrito em [12], implementa (1) com, no minimo, 7 adi¢des
e dois estdgios. Utilizando a Proposicdo 2, pode-se calcular os
y; através de

Yo Zo
A0 x1
=A; A A
Yo 3 2 1 T )
Ys x3
em que
I,
Al{l 0 0 1}’
_ I5
AQ[O 0 10 1]
(]
0 1 0 0 01
1 0 0 -1 00
As=19 0 -1 0 1 0]
0 -1 0 0 0 1

com 6 adi¢des e trés estagios.

V. CONCLUSOES

Um novo método para a reducdo da complexidade aditiva
para se computar umatransformada discreta linear foi apre-
sentado. Tal método ndo apresenta limitacdes na reducdo da
complexidade aditiva, como ocorre em alguns casos utilizando
a fatoracdo em matrizes bielementares. Neste trabalho, as ma-
trizes adi¢ao foram definidas e utilizadas no desenvolvimento
de duas proposi¢des importantes para calcular a complexidade
aritmética e auxiliar a implementacao de algoritmos. Exemplos
da aplicacdo deste método foram apresentados, em que se
obtém uma reduc¢do da complexidade aditiva, quando com-
parado com o método direto e com a fatoracdo em matrizes
bielementares.
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