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Modelo Estocastico dos Coeficientes para o
Algoritmo IAF-PNLMS Operando com
Dados Complexos e Reais

Eduardo Vinicius Kuhn, Francisco das Chagas de Souza e Rui Seara

Resumo—Este artigo visa derivar um modelo descrevendo o
comportamento médio do vetor de coeficientes do algoritmo IAF-
PNLMS (individual-activation-factor proportionate normalized
least-mean-square) para sinais de entrada gaussianos complexos e
reais. Para tal, uma decomposi¢do alternativa é considerada para
as matrizes de distribuicio de ganhos e de autocorrelagio do
sinal de entrada, visando estabilizar o calculo da matriz de
autocorrelacio normalizada surgida no desenvolvimento do
modelo. Como consequéncia, é obtido um modelo que prediz
adequadamente o comportamento do algoritmo tanto na fase
transiente quanto em regime permanente. Resultados de
simulagdo atestam a precisao do modelo proposto.

Palavras-chave—Algoritmo IAF-PNLMS, filtragem adaptativa,
modelagem estocdstica, resposta ao impulso esparsa.

Abstract—This paper aims to derive a model describing the
mean weight behavior of the individual-activation-factor
proportionate normalized least-mean-square (IAF-PNLMS)
algorithm for complex- and real-valued Gaussian input data. For
such, an alternative matrix decomposition is considered for both
the gain distribution and input data autocorrelation matrices,
aiming to stabilize the calculus of the normalized autocorrelation-
like matrix arising from the model development. As a
consequence, a model that predicts adequately the algorithm
behavior is obtained for both transient and steady-state phases.
Simulation results attest the accuracy of the proposed model.

Keywords—IAF-PNLMS  algorithm,
stochastic modeling, sparse impulse response.

adaptive filtering,

1. INTRODUCAO

Atualmente, respostas ao impulso esparsas sdo comumente
encontradas em muitas aplicagdes praticas, tais como aquelas
que envolvem sistemas de comunicagdo sem fio, comunicagio
acustica subaquatica, cancelamento de eco, conformacdo de
feixe em arranjo de antenas, processos sismicos, e sistemas de
radar e sonar [1]-[4]. Uma resposta ao impulso (planta) é
qualitativamente classificada como esparsa se a maioria de
seus coeficientes tem magnitude nula (ou proxima de zero) e
apenas alguns poucos coeficientes apresentam magnitudes
significativas [2]. Para tal classe de respostas ao impulso, os
algoritmos adaptativos especialmente concebidos para lidar
com plantas esparsas superam os algoritmos classicos [e.g., 0
algoritmo NLMS (normalized least-mean-square)] tanto em
termos de velocidade de convergéncia quanto em capacidade
de rastreamento [1], [2]. Como consequéncia, a concepgao de
algoritmos customizados para operar com plantas esparsas tem
se tornado um topico de pesquisa bastante ativo, como pode
ser verificado pela variedade de algoritmos recentemente
propostos. Dentre os principais membros dessa familia,
destacam-se o PNLMS (proportionate NLMS) padrio [5], o
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IPNLMS (improved PNLMS) [6], o PNLMS com lei p
(pu-law PNLMS) [7] e o IAF-PNLMS (individual-activation-
factor PNLMS) [8]. Assim, levando em considerag@o a ampla
faixa de aplicagdo dos algoritmos da familia PNLMS, seus
modelos estocasticos se tornam importantes ferramentas para
predizer o comportamento desses algoritmos em diferentes
condigoes de operacdo. Dessa forma, a partir de um adequado
modelo, a adogdo de simulagdes de Monte Carlo (MC) para a
avaliacdo de desempenho do algoritmo bem como para o
ajuste de seus parametros pode ser evitada. Além disso, o
modelo pode possibilitar um entendimento mais profundo do
funcionamento do algoritmo sob analise, evidenciando assim
suas vantagens e limitagdes [9], [10].

A modelagem de algoritmos da familia PNLMS tem se
mostrado um topico de pesquisa bastante desafiador,
principalmente, devido a inerente complexidade matematica
envolvida na derivagdo de modelos precisos abrangendo uma
ampla faixa de condi¢des de operacdo. Para tal, faz-se
necessario levar em consideragdo (durante o desenvolvimento
do modelo) tanto as caracteristicas da planta (representada
pela matriz de distribui¢do de ganhos) quanto do sinal de
entrada; caso contrario, resultados bastante limitados sdo
obtidos (e.g., [5]). Particularmente, com vistas a modelagem
do algoritmo IAF-PNLMS, um modelo bastante preciso para o
comportamento médio do vetor de coeficientes, considerando
sinais de entrada correlacionados, tem sido recentemente
apresentado em [11] e aprimorado em [12]. Contudo, assim
como os demais modelos até entdo apresentados na literatura
para os algoritmos da familia PNLMS, os modelos descritos
em [11] e [12] também se limitam a sinais de entrada reais.
Nesse contexto, visto que em muitas aplicagdes praticas o
sinal de entrada e o sinal desejado sdo complexos, o presente
trabalho de pesquisa visa estender a proposta de modelagem
apresentada em [12] para o caso de dados complexos. Para tal,
uma abordagem alternativa para a decomposicdo das matrizes
de distribuicdo de ganho e de autocorrelagdo do sinal de
entrada ¢ apresentada, permitindo escrever a matriz de
autocorrelagdo normalizada (requerida para descrever o
comportamento médio do vetor de coeficientes) em uma forma
bastante compacta.

II. FORMULAGAO DO PROBLEMA

Considerando o caso mais geral (dados complexos), a
equacdo de adaptacdo dos algoritmos da familia PNLMS ¢
dada por [13]

_ G(mx(n)e’(n)
WD =W X ()G (n)x(n) M
onde w(n)=[w;(n)- - wy, (n)]T denota o vetor de coeficientes

do filtro adaptativo, x(n)=[x(n)---x(n—M +1)]T, o vetor
com as amostras do sinal de entrada, G(n), a matriz de
distribui¢do de ganhos, |, o parametro de controle de passo, e
€, uma constante positiva de valor muito pequeno que previne
divisdo por zero em (1) e estabiliza a solucdo [2]. Para um
problema de identificagdo de sistema (veja Fig. 1), o sinal de
erro pode ser escrito como
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e(m) =[w® =w(m)]"x(n)+z(n) 2

onde w° representa um vetor de dimensio M contendo os
coeficientes da planta e z(n) denota um ruido de medig@o.

Nos algoritmos da familia PNLMS, a matriz diagonal
G(n) ¢ usada para distribuir ganhos aos coeficientes do filtro
de acordo com uma regra especifica definida conforme o
algoritmo considerado. Particularmente, para o algoritmo
IAF-PNLMS [8], os elementos de G(n) sdo obtidos como
segue:

g,-(n)=1qj4¢, i=1,2,..M (3)
sendo ¢,(n) uma funcdo de proporcionalidade dada por
; (n) = max[ f; (n),| w;(n) ] “)
com
1 1

caso contrario

f;(}’l _1)9

representando um fator de ativacao individual.

III. ABORDAGEM PROPOSTA

Agora, tendo em vista o algoritmo IAF-PNLMS, uma
expressao de modelo que descreve o comportamento médio do
vetor de coeficientes para esse algoritmo pode ser
determinada. Para tal, as seguintes hipdteses simplificativas
sdo primeiramente estabelecidas [11], [12], [14]:

H1) O sinal de entrada ¢ obtido a partir de um processo

gaussiano estaciondrio de média zero, variancia o, e

matriz de autocorrelacdo R.

H2) O parametro € é uma constante positiva de valor

muito pequeno.

H3) O ruido de medigdo z(n) ¢ independente de qualquer

outro sinal envolvido no processo, tendo média nula e

variancia G?.

H3) Para uma condicdo de adaptagdo lenta (passo de

adaptagdo pequeno), w(n) e x(n) sdo estatisticamente

independentes.

H4) Os vetores g(n)=[g,(n)---g),(n)]" e x(n) sao

assumidos ndo-correlacionados sob a condigdo de

adaptacdo lenta.

HS5) Devido a natureza invariante por partes da matriz de

distribuicdo de ganhos [veja (3)-(5)], assume-se que g(#)

e w(n) sdo fracamente correlacionados.

X

]T

A. Comportamento Médio do Vetor de Coeficientes

Substituindo (2) em (1) e tomando o valor esperado de
ambos os lados da expressdo resultante, obtém-se

H
E[w(n+1)] = E[w(n)] + MEL fi’;)(’;()’g’(‘ns()n) } W
_uE G(n)x(n)xH(n)w(n) +UE G(n)x(n)z"(n)
e+x" (n)G(n)x(n) e+x (MGn)x(n) |
(6)

Agora, levando em consideragdo as Hipoteses H2)-HS), os
termos do lado direito de (6) podem ser simplificados para

E[w(n+1)]=[I-uR,(n)]E[w(n)]+uR; (n)W° (7
sendo I a matriz identidade e

G(n)x(n)x" (n)
X (MG (m)x(n) |

R;(n) = E{ ®)

x(n) - 5 + ~+ z(n)
> w
d(n)
+
> w(n) > eln)
(

Fig. 1. Diagrama de blocos de um problema de identificagdo de sistema.

De (8), observa-se que a determinagdo de R,(n) requer o
conhecimento de G(n). No entanto, visto que G(n) é uma
variavel do algoritmo, ela ndo estd prontamente disponivel
para ser usada no modelo. Assim, uma estimativa de G(n)
obtida conforme indicado em [12, Sec¢do III-A] e denotada
G(n) ¢ considerada. Entdo, utilizando G(n) no lugar de
G(n), o valor esperado R;(n) ¢ agora expresso como

(_}(n)x(n)xH(n)}.

e~ 9
X1 (n)G(n)x(n) ©)

R,(n)= E{
O procedimento para determinar R;(n) constitui um dos
maiores desafios para a modelagem de algoritmos da familia
PNLMS, requerendo tanto o conhecimento das caracteristicas
do sinal de entrada quanto da matriz de distribui¢do de ganhos.
Aqui, um procedimento para o calculo de tal matriz ¢
apresentado levando em conta tanto sinal de entrada gaussiano
complexo quanto real (veja Hipotese H1), o que da origem a
duas solugdes distintas para R;(n) devido a forma como a
funcdo densidade de probabilidade ¢ definida [15].
Especificamente, a abordagem proposta se baseia na
decomposi¢io contragredient [16] de G(n), R ¢ G(n)R, a
qual ¢ apresentada como segue.
B. Decomposicio de G(n), R e G(n)R
A decomposicdo contragredient [16] permite diagonalizar
simultaneamente um par de matrizes hermitianas usando a
mesma matriz de transformag@o. Assim, considerando que

G(n) seja uma matriz positiva definida [7] e assumindo que
R também seja positiva definida [14], pode-se escrever

G(n) = Q(mA"*(mQ" (n) (10)

R=Q"mA">(mQ ' (n) (11)
e, como consequéncia,

G(mR=Q(mA(mQ ' (n) (12)

onde Q(n) representa a matriz de transformagdo e A(n)
denota uma matriz diagonal contendo os autovalores de
G(n)R, os quais sio reais e positivos [16].

Agora, no intuito de estabilizar a solugdo de R,(n),
adota-se uma abordagem baseada em ordenar os autovalores
de G(n)R (matriz essa, geralmente mal condicionada)
visando descartar os menos significativos [12]. Para tal, os
autovalores de G(n)R sdo inicialmente ordenados, i.e.,

AMm)>-->h (n)> A, (1)>- >k, (n). (13)
Dessa forma, a matriz A(n) pode ser expressa como
A
A =| a0 O (14)
0 Ag(n)
com
A (n) =diag[A,(n) -+ Ay (n)] (15)
contendo os autovalores mais significativos de G(n)R e
Ag(n)=diag[A (1) -+ Ay ()], (16)
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Em (15), A, (n) denota o autovalor menos significativo de
A,(n), obtido do limiar de magnitude
A (n) =Y\ (n) com 7y sendo uma constante positiva de valor
muito pequeno.

Levando em conta (14)-(16), a matriz de transformagao
Q(n) de dimensdo M xM pode ser expressa como

Q(n) =[Q (1) Qp(n)] a7
onde Q,(n) representa uma matriz contendo as primeiras L
colunas de Q(n). Analogamente, usando a mesma estratégia
em Q_l(n), tem-se
Ua (")}

—1 _ _
Q (m=Un)= {UB(n)

com U, (n) contendo as primeiras L linhas de Q'(n).
Finalmente, a partir de (14), (17) e (18), (12) pode ser
reescrita como

= Ap(n) 0 Ua(n)
G(n)R = . (19
(MR =[Q4 (1) QB(n)]{ 0 AB(”):||:UB(n):| (19)
Entdo, assumindo y <1, obtém-se
G(MR=Q, (WAL (m)U () (20)

assegurando dessa forma a estabilidade da solug@o obtida para
R,(n) (veja Apéndice).

C. Calculo de R,(n)

Baseado nos resultados descritos no Apéndice e no
procedimento de decomposi¢do apresentado anteriormente,
R, (n) pode ser escrita como

R (n) =2 QA (mH(n)U, (n) 21
onde Q4 (n) e U, (n) sdo matrizes oriundas da decomposigdo
de G(n)R, e H(n) é uma matriz diagonal cujos elementos
sdo determinados dependendo do tipo do sinal de entrada
(complexo ou real).

Para o caso de sinal de entrada gaussiano complexo e
correlacionado, os elementos de H(n) sdo dados por (para
detalhes, veja Apéndice)

através

(18)

A5(n) & of (n)
K () = —— L BE (n)log| -~ 22
l,l(n) a(C(n) u)i[j(n) +§Z:% 1,i (n) 0g|:w§c(n) ( )
com l
of () =—1/A,(n), k=12,..,L, (23)
L
a®(n) =TT ), (24)
k=1
S = (25)
[T (1) -ef ()]
o
c
C
Bﬁ () = A7 (n) 26)

[of (n) - (m)]

Por outro lado, para o caso de sinal de entrada gaussiano
real e correlacionado, os elementos de H(n) sdo determinados
através de (similarmente a [11] e [12])

_ L/2
hy; (n);+{A5(n)1og[_m? (m)]+ Y By (m)log[~a* (n)]
24Ja  (n) I=1

27

|

com
of (m)=-1/[20 ()], k=12,..L, (28)
GF (m) =~ Oy 1 (MO (), ¢=12..L/2,  (29)
L
a®(n)=2"The (), (30)
k=1
A5 =15 1 @1
[Tt -, ()]
e -
Bfi(n) = a (32)
[ (m) - oo ([ T1& (m) - @} ()]
poy
para L par.

Portanto, considerando o vetor de coeficientes 6timo w° e
a condigdo inicial w(0), a partir da expressdo de modelo (7) e
da matriz de autocorrelagdo normalizada R, (n) [dada por (21)],
pode-se predizer o comportamento médio do vetor de
coeficientes do algoritmo IAF-PNLMS tanto na fase transiente
quanto em regime permanente.

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢dao, a fim de verificar a precisio do modelo
proposto tanto para sinal de entrada complexo quanto real,
dois exemplos sdo apresentados considerando um problema de
identificagdo de sistema. Em tais exemplos, o comportamento
médio predito através de (7) é comparado com os resultados
obtidos via simulagdo de MC (média de 200 realizagdes
independentes). O sinal de entrada ¢ obtido de um processo
auto-regressivo de segunda ordem AR(2), com equagdo de
diferencgas [17]

x(n) =—a;x(n—1)—a,x(n—2) +v(n) (33)

onde a; e a, sdo os coeficientes do processo € v(n), um
ruido branco gaussiano cuja variancia ¢ ajustada de modo que
0)26 =1. O ruido de medig¢do inerente ao ambiente de operagdo
do sistema tem variancia cﬁ =107 (SNR de 30 dB). Nas
simulacdes apresentadas, os pardmetros do algoritmo
IAF-PNLMS sio fi(O):IO_3 e W=0.01, sendo o vetor de
coeficientes do filtro adaptativo inicializado com zero [i.e.,
w(0)=0]. Com respeito ao pardmetro y utilizado no modelo,
um valor tipico para os cenarios aqui descritos ¢ Y= 107

A. Exemplo 1

Neste exemplo, considerando sinal de entrada gaussiano
complexo, avalia-se a precisdo do modelo proposto para
diferentes dispersdes de autovalores da matriz de
autocorrelagdo do sinal de entrada. Para tal, é usada uma
planta (artificial) esparsa com M =32 coeficientes, sendo os
elementos ndo nulos dados por

0.1+j0.2, i=l

o 07-j01, =10

WAk =1 _03-j02, i=15 4
~0,2+0,7 i=24

A partir de [8, (1)], tem-se que o grau de esparsidade dessa
planta é &(w3)=0,8205. Aqui, as dispersdes de autovalores
consideradas sdo ¥ =57,59 [obtida a partir de (33) para
a,=—0,6 e a, =0,7] e 1211,85 (alterando a, para 0,96).
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Fig. 2. Exemplo 1. Comportamento médio das partes real e imaginaria de
cinco coeficientes do filtro adaptativo. (Linhas cinzas) simula¢des de MC.
(Linhas escuras tracejadas) modelo proposto. (a)-(b) x=57,59.
(c)-(d) x=121185.

B. Exemplo 2

No intuito de avaliar a robustez do modelo proposto frente
a um cenario de operacdo mais realista, sdo utilizadas aqui
duas plantas wj e w¢ (ambas com M =256 coeficientes)
obtidas a partir de modelos de caminho de eco dados na
Recomendagdo G.168 da ITU-T [17, Modelos 1 e 4]. A partir
de [8, (1)], verifica-se que tais plantas exibem esparsidades
E(wR)=0,8515 e &(w()=0,6039, respectivamente. Para
esse cendrio, considera-se um sinal de entrada gaussiano real
obtido de (33) com ¢; =-0,6 e a, =0,85, resultando em uma
dispersdo de autovalores da matriz de autocorrelagdo do sinal
de entrada de ¥ =292,81.
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Fig. 3. Exemplo 2. Comportamento médio de cinco coeficientes do filtro
adaptativo. (Linhas cinzas) simulagdes de MC. (Linhas escuras tracejadas)
modelo proposto. (a) Planta wj. (c) Planta w..

As Figs.2 e 3 mostram os resultados obtidos para os
cenarios descritos nos Exemplos 1 e 2, respectivamente.
Observe que o modelo proposto (7) descreve adequadamente o
comportamento médio dos coeficientes do filtro adaptativo,
exibindo uma muito boa precisdo (casamento com oS
resultados de simulagdo de MC) tanto na fase transiente
quanto em regime permanente. Note que essa precisdo ¢
verificada independentemente do tipo do sinal de entrada
(complexo ou real), da ordem do filtro adaptativo, do nivel de
correlag@o do sinal de entrada e do tipo de planta considerada.

V. CONSIDERACOES FINAIS

Neste artigo, foi derivada uma expressdo de modelo que
descreve o comportamento médio do vetor de coeficientes
para o algoritmo TAF-PNLMS, levando em conta tanto sinal
de entrada gaussiano complexo quanto real. Para tal, uma
decomposigdo alternativa visando estabilizar o calculo da
matriz de autocorrelagdo normalizada (surgida na derivagdo do
modelo) foi utilizada. Além disso, a matriz de distribuicdo de
ganho foi considerada variante no tempo (condicao realista de
operagdo do algoritmo), o que resulta em um modelo
predizendo adequadamente o comportamento médio dos
coeficientes do filtro adaptativo tanto na fase transiente quanto
em regime permanente. Os resultados obtidos através de
simulacdo numérica ratificam a precisdo das expressoes
propostas para uma ampla faixa de condi¢des de operagdo.
Destaca-se ainda que a metodologia discutida no presente
trabalho de pesquisa pode também ser aplicada a outros
algoritmos da familia PNLMS, bastando modificar a forma
como a matriz de ganho ¢ calculada.

APENDICE
DETERMINACAO DE R, (%)

Neste apéndice, assumindo sinal de entrada gaussiano, ¢
apresentado um procedimento para determinar R,(n).
Inicialmente, usando a definicdo de valor esperado [15], (9) é
reescrita como

T G(n)x(n)x" (n)
R = |- d 35
o L [, [x" (MG (n)x(m)] S0 G
M vezes
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onde f,(x) denota a fun¢do densidade de probabilidade do
sinal de entrada [15]. Agora, definindo uma fun¢do auxiliar
F(n,0), tal que R,(n)=F,(n,0)| . e diferenciando-a com
respeito & ®, obtém-se

oF (n,0) _ I I G(n)x(n)XH(n)e—w[xﬂ(n)é(n)x(n)] £, (x)dx.
0w
oo e
M vezes

(36)
Desse ponto em diante, a derivagdo requer o conhecimento de
f1(x); assim, solugdes distintas sdo obtidas dependendo do
tipo do sinal de entrada (complexo ou real).

1) Sinal de entrada complexo: Substituindo em (36) a
funcdo densidade de probabilidade gaussiana complexa,
tem-se

IF, (n,0) _ ~G(n)AL (n,0) 37
ow det[L¢ (n, )R]
com
L (n,0) =[1+0G(n)R]R™ (38)
€
A;C (n,0) =

L[] st et sy (39)
™ det] L(C(n )] >

M vezes

Observe entdo que os elementos de A;C(n,(n) sdo por
defini¢do a correlagdo cruzada entre x;(n) e x;(n), sendo
Ly (n,0) a matriz de autocorrelacdo [10], [15]. Dessa forma,
considerando A(IC (n,) = L (n,m), integrando ambos os lados
de (37) com respeito a ® ¢ usando a decomposi¢do
apresentada na Secdo I1I-B, obtém-se

F (n,0) = Q4 (WH (m,0)U (n) (40)
onde H(n,®) ¢ uma matriz diagonal cujos elementos sdo
h(n,0)=—| ka(") do+CCt  (41)
[1+ o), (W] [T+ o), ()]
k=1

para i=12,..,L e Cl(C = lim ch(n,w)zo. Finalmente,
W—>c0

assumindo que todos os autovalores de (20) sdo distintos,

usando expansdo em fragdes parciais em (41) e resolvendo a

expressao resultante para ®=0, segue (22) como uma solugdo
analitica para essa integral.

2) Sinal de entrada real: Nesse caso, solugdes para R;(n)
tém sido primeiramente apresentadas em [11] e [12]; no
entanto, tais solu¢des ndo consideram a decomposig@o descrita
na Sec¢do III-B. Assim, tendo em vista essa decomposi¢ao
alternativa, uma solucdo mais compacta pode ser obtida
substituindo a funcdo densidade de probabilidade gaussiana
real em (36). Dessa forma,

OF (n,0)  —G(n)A} (n,0)
= (42)
00 [det[L (n,0)R]
com
Ly (n,0) =[1+20G(n)R]R™ (43)
€

Al (n,0) =

! I j x(n)x" (n)e 2
JemM detlLg (n,0)] %
M fold

[x (n)L (n ®)x(n)]
: dx

(44)
Note que os elementos de Al]R (n,w) caracterizam a correlacao
cruzada entre x;(n) e x;(n) quando essas varidveis sdo
conjuntamente gaussianas com matriz de autocorrelagdo dada
por (43) [9], [15]. Entdo, fazendo A (n,®)=Ly(n,0),
integrando ambos os lados de (42) com respeito @ ® ¢ usando
a decomposicdo dada na Secdo I1I-B, obtém-se

F (n,0) = Q4 (mH(n,0) U, (n) (45)
sendo os elementos de H(n,®) dados agora por

R A (n)
s (n,0) == -
[1+20M,; ()], [T T 11+ 201, (n)]

k=1

para CIR =0. Finalmente, considerando que (20) tem apenas
autovalores distintos e usando a abordagem apresentada em
[12], obtém-se (27) como uma solugdo aproximada para essa
integral.

do+Clt (46)
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