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Analise de Desempenho do Algoritmo NLMS
em Regime Permanente

Eduardo Vinicius Kuhn e Rui Seara

Resumo—Neste artigo, considerando sinais de entrada
gaussianos, expressoes de modelo que descrevem o
comportamento do algoritmo NLMS (normalized least-mean-
square) em regime permanente sio derivadas. Especificamente,
expressdes analiticas para o erro quadritico médio em excesso
(EQME) em regime permanente e o desajuste sio aqui obtidas, as
quais permitem predizer o comportamento do algoritmo em uma
ampla faixa de cendrios de operacio. Além disso, para o caso de
sinais de entrada nfo-correlacionados, expressdes relacionando
os algoritmos LMS (least-mean-square) e NLMS sdo também
estabelecidas. Resultados de simulacio s3o mostrados e
discutidos, visando atestar a precisdo das expressdes de modelo
aqui obtidas.

Palavras-chave—Algoritmo  NLMS, desajuste,
adaptativa, modelagem estocdstica, regime permanente.

filtragem

Abstract—In this paper, considering Gaussian input data,
model expressions that describe the steady-state behavior of the
normalized least-mean-square (NLMS) algorithm are derived.
Specifically, analytical expressions for the excess mean-square
error (EMSE) in steady state and misadjustment are obtained,
allowing to predict satisfactorily the algorithm behavior in a wide
range of operating scenarios. Moreover, for the case of
uncorrelated input data, expressions relating the least-mean-
square (LMS) and NLMS algorithms are also established.
Simulation results are shown and discussed, aiming to attest the
accuracy of the model expressions obtained here.

Keywords—NLMS algorithm, misadjustment, adaptive filtering,
stochastic modeling, steady state.

1. INTRODUCAO

Devido a sua baixa complexidade computacional ¢ alta
robustez em uma ampla faixa de cenarios de operagdo, o
algoritmo NLMS (normalized least-mean-square) tem se
tornado um dos mais bem conhecidos e utilizados algoritmos
adaptativos da literatura. Desde a sua concepgdo em 1937 por
Kaczmarz [1] (correntemente creditada também a [2] e [3]), o
algoritmo NLMS e suas variagdes vém sendo usados com
sucesso em muitas aplicagdes praticas, tais como
cancelamento de eco acustico ou de rede, cancelamento de
ruido, controle ativo de ruido, equalizacdo de canal e
conformag@o de feixe em arranjo de antenas [4]-[13]. Assim,
levando em consideragdo o extensivo uso do algoritmo
NLMS, o seu modelo estocastico se torna uma ferramenta
interessante para predizer o comportamento do algoritmo sob
diferentes condig¢des de operagdo. Dessa forma, a necessidade
do uso de exaustivas simula¢des de Monte Carlo (MC) para o
ajuste dos parametros do algoritmo bem como para a avaliagdo
de seu desempenho pode ser evitada.

Em filtragem adaptativa [4]-[6], a modelagem estocastica
de algoritmos adaptativos visa determinar expressoes
analiticas que descrevam o comportamento de um dado
algoritmo para diferentes cenarios de operagdo. Tais
expressdes permitem predizer com certa precisdo o0
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desempenho do algoritmo, propiciando assim um
entendimento mais profundo do funcionamento do filtro
adaptativo frente a aplicagdo considerada. Além disso, a partir
das expressdes de modelo, relagdes de causa e efeito entre os
parametros do algoritmo e algumas métricas de desempenho
podem ser estabelecidas, as quais fornecem diretrizes
consistentes para guiar o ajuste dos parametros do algoritmo
(i.e., passo de adaptacdo, comprimento do filtro, dentre outros)
[14]-[16]. Eventualmente, para possibilitar a obtengdo das
expressdes de modelo, certas hipdteses simplificativas
(baseadas, e.g., no tamanho do passo de adaptagdo,
comprimento do filtro e natureza do sinal de entrada) sdo
consideradas, visando tornar a derivagdo matematicamente
tratavel [6]. No entanto, o uso de muitas hipdteses
simplificativas da origem a modelos com limitada
aplicabilidade pratica (i.e., restritos a condi¢des especificas de
operagdo). Por outro lado, para obter modelos precisos para
uma ampla faixa de condi¢des de operagdo, um reduzido
numero de hipoteses simplificativas deve ser considerado no
desenvolvimento do modelo, implicando dessa forma maiores
desafios matematicos em sua derivagdo [17]. Em resumo,
verifica-se que existe uma relagdo de compromisso importante
entre complexidade matematica, nimero/consisténcia das
hipoteses simplificativas e precisdo do modelo obtido [18].

No que se refere a modelagem do algoritmo NLMS, um
dos maiores obstaculos reside no calculo das matrizes de
autocorrelagdo normalizada surgidas no desenvolvimento do
modelo [14]. Recentemente, solugbes analiticas precisas tém
sido apresentadas para tais matrizes, considerando tanto sinal
de entrada real [18] quanto complexo [19], o que resulta em
modelos que predizem adequadamente o comportamento
médio do algoritmo. Contudo, esses trabalhos [18], [19]
carecem de uma andlise do comportamento do algoritmo em
regime permanente. Na verdade, em se tratando da analise de
desempenho do algoritmo NLMS em regime permanente,
poucos trabalhos podem ser encontrados na literatura
(sobretudo para sinais de entrada correlacionados) [6], [17],
[20]-[24], os quais apresentam ainda resultados bastante
limitados. Por exemplo, em [20] e [21], a analise foca no caso
de sinais de entrada gaussianos reais e ndo-correlacionados, o
que inviabiliza o uso de tais solu¢des para a maioria dos
cenarios praticos. Visando sinais de entrada correlacionados,
em [23], uma abordagem alternativa ¢ considerada para o
calculo das matrizes de autocorrelagdo normalizadas; porém
tal abordagem restringe a aplicabilidade da solugdo obtida a
filtros adaptativos de alta ordem e sinal de entrada real. Em [6]
(assim como em [17] e [22]), as expressdes obtidas dependem
da determinagdo de um valor esperado cuja solugdo para o
caso de sinais de entrada gaussianos complexos nao tem sido
ainda apresentada. Em relacdo a [24], além das inconsisténcias
apontadas em [19], destaca-se que os resultados fornecidos
envolvem a inversa de uma matriz que, para o caso de sinais
de entrada correlacionados, ndo possui solugdo analitica.
Nesse contexto, visando sinais de entrada gaussianos
complexos ou reais e correlacionados ou nao-correlacionados,
o presente trabalho de pesquisa tem por objetivo derivar
expressdes analiticas (bastante precisas) descrevendo o
comportamento do algoritmo NLMS em regime permanente.
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II. DESCRICAO DO PROBLEMA

Conforme mencionado anteriormente, expressdes de
modelo descrevendo o comportamento médio do algoritmo
NLMS juntamente com solugdes analiticas precisas para as
matrizes de autocorrelagdio normalizadas tém  sido
apresentadas em [14], [18]-[20], considerando tanto sinais de
entrada gaussianos complexos quanto reais. Aqui, o0s
resultados mais relevantes sdo brevemente revisitados no
intuito de padronizar a terminologia usada ao longo deste
trabalho de pesquisa, bem como fornecer o embasamento
necessario para o seu desenvolvimento.

A partir de [19], verifica-se que a curva de aprendizagem
do algoritmo NLMS, a qual descreve a evolugdo do erro
quadratico médio (EQM), pode ser expressa como

J(n)=J iy +J e (1) )

com
Jin =0 )
caracterizando o EQM minimo [obtido quando w(n)=w_] e
Jex () =2"K(n) 3)

o EQM em excesso (EQME), onde A denota um vetor
contendo os autovalores de R e k’(n), um vetor com os
elementos da diagonal da matriz de covaridncia do vetor de
erro nos coeficientes.

Uma expressdo recursiva para os elementos da diagonal da
matriz de covariancia do vetor de erro nos coeficientes pode
ser escrita como [14], [18]-[20]

K'(n+1)=BK'(n)+gs 4)
onde
B=1-2uH+p*({T+P) (5)
€
g =1 iy (6)

com { assumindo valor 1 para sinal de entrada complexo e 2
para real (para detalhes veja [19]).

Em (4) e (5), observa-se que a recursdo que descreve a
evolugdo dos elementos da diagonal da matriz de covariancia
do vetor de erro nos coeficientes requer o conhecimento das
solucdes das matrizes de autocorrelagdo normalizada,
representadas no modelo através das matrizes diagonais H e
T, da matriz cheia P e do vetor s. No entanto, tais solucdes
diferem dependendo das caracteristicas do sinal de entrada
(veja Tabela I), devendo o usudrio do modelo adotar uma
solugdo ou outra, dependendo do cenario de operagdo
considerado.

Portanto, a partir das expressdoes de modelo (1)-(6)
descrevendo o comportamento médio da curva de
aprendizagem do algoritmo NLMS e das soluc¢des analiticas
das matrizes de autocorrelagdo normalizadas (dadas na
Tabelal), expressdes que regem o comportamento do
algoritmo em regime permanente podem ser determinadas
como segue.

TABELA 1
SUMARIO DAS SOLUCOES PARA AS MATRIZES DE AUTOCORRELAGCAO NORMALIZADA
Sinal de entrada gaussiano H T P S

correlacionado [19,(6)] [19,(26)] [19,27)] [19,(28)]

complexo

néo-correlacionado [19, Se¢do D]

correlacionado [18,(8)] [18,(14)] [18,(15)] [18,(16)]

real

ndo-correlacionado [14, (6.6)] [20, (29)]

III. ANALISE EM REGIME PERMANENTE

Nesta se¢@o, expressdes de modelo que descrevem o
comportamento do algoritmo NLMS em regime permanente
sdo derivadas. Tais expressdes possibilitam ao projetista
inferir sobre as relagdes de causa e efeito entre os parametros
do algoritmo e algumas métricas de desempenho usualmente
consideradas na analise de algoritmos adaptativos. Além disso,
para sinais de entrada ndo-correlacionados, importantes
relagdes entre os algoritmos LMS e NLMS s@o estabelecidas.

A. EOME em Regime Permanente

Fazendo n — e em ambos os lados de (3), uma expressao
para o EQME em regime permanente pode ser obtida [4]-[6]

Jox () = 17K (e0) (7)

0 que implica que um estudo mais aprofundado de (4) se faz
necessario. Para tal, a equacio de diferencas vetorial de k'(n)
¢ primeiramente reescrita como
n—=1
K'(n)=B"k'(0)+g > B"s. (8)
m=0
Logo, fazendo n — o e assumindo convergéncia (garantida
quando todos os autovalores de B tém modulo menor do que
a unidade), o termo fungdo de k’(0) tende para zero. Assim,
dado que [25]

2. B"=(1-B)", |MB)KL ©)
m=0
a partir do segundo termo do lado direito de (8), obtém-se
K'(>o)=g(I-B)'s. (10)

De (10), observa-se que a solugdo de k'(e0) envolve o
calculo da inversa de (I-B). Entretanto, para o caso mais
geral (sinais de entrada correlacionados), tal inversa ndo
possui solugdo analitica. Dessa forma, com o objetivo de
evitar o uso de técnicas numéricas, as quais tornam a solugéo
dispendiosa, uma solugéo aproximada para a requerida inversa
¢ aqui considerada. Inicialmente, usando (5) e (6), (10) ¢
reescrita como

-1
, u u
k(oo)=5Jmm(A—5P] s (11)
onde A denota uma matriz diagonal dada por

A:(H—%T} (12)

Entdo, usando o lema de inversio de matrizes [25] e
assumindo uma condi¢do de adaptagdo lenta, de (11) tem-se

-1
k’(oo):%JmmA‘l I+%P(I—%A‘1Pj As

(13)
EEJminA_l(I+EPA_1js.
2 2

Finalmente, substituindo (13) em (7), uma expressao
aproximada para o EQME em regime permanente ¢ obtida.
Assim,

Jo(o) =B AT 1+Epa s, (14)
2 2

Note que, para t—0 ou J,;; >0, o EQME em regime

permanente ¢ desprezivel, ou seja, nessa condigdo, as

flutuagdes em torno do ponto 6timo sdo insignificantes.

Portanto, a partir de (14), conhecidas as solu¢des de H,
T, P e s (indicadas na Tabela 1), o EQME em regime
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permanente do algoritmo NLMS pode ser predito. Cabe aqui
salientar que (14) ¢ valida tanto para sinais de entrada
correlacionados quanto ndo-correlacionados. Contudo, para o
caso de sinais de entrada nao-correlacionados, uma solugdo
para a matriz inversa requerida em (10) pode ser determinada
de forma exata (veja Segdo C); logo, recomenda-se o uso de
(14) apenas para o caso de sinais de entrada correlacionados.

B. Desajuste

O desajuste ¢ um parametro adimensional que fornece uma
medida quantitativa de quéo proximo os coeficientes do filtro
adaptativo estdo em relagdo ao 6timo no sentido do EQM. Tal
métrica é matematicamente definida como [4]

M=Te=) (15)
Jmin

Assim, substituindo (14) [ou (19)] em (15), uma expressdo

para o desajuste pode ser determinada.

C. Resultados Particulares

Aqui, sdo apresentados alguns resultados particulares
obtidos para sinais de entrada gaussianos ndo-correlacionados.
Nesse contexto, B ¢ inicialmente expressa como (veja
Tabela I)

2

I O T
B=|1 M1+M(M+§)(c1+11 ) (16)
€ § cComo
s:; (17)
M(M -{)o?

onde 1 denota um vetor com elementos unitarios, 0)26, a
variancia do sinal de entrada, e {, define o tipo do sinal de
entrada.

Entdo, substituindo (16) e (17) em (10), e utilizando a
identidade de Sherman-Morrison [4, (6.59)] para obter a
matriz inversa, (11) resulta em

k’(oo):|: K 1 ‘]min:|1. (18)

- WM -9 o}

Finalmente, substituindo (18) em (7) e escrevendo }»zcil,
obtém-se

Jex ()= " L

2-w) (M -0)

Portanto, (19) determina o valor do EQME em regime

permanente para o algoritmo NLMS no caso de sinais de

entrada gaussianos ndo-correlacionados, sendo que o desajuste

¢ obtido diretamente substituindo (19) em (15). Note ainda

que, para sinais de entrada reais, a solu¢do aqui apresentada
esta em linha com [6], [21] e [22].

Analisando (19) para valores arbitrados de passo de
adapta¢do, ordem do filtro e EQM minimo, ¢ possivel
constatar que o0 EQME em regime permanente do algoritmo
NLMS, operando com dados reais ({=2), serd levemente
maior em relagio ao caso de dados complexos ({=1);
especialmente, para filtros de baixa ordem. Além disso,

comparando tal expressdo com sua versdo equivalente para o
algoritmo LMS, dada por [6]

Jmin . (19)

2
TSy = MuwsMOx (20)
[2-HpmsOr (M +0)]

verifica-se que apenas esta ultima é fungdo da poténcia do
sinal de entrada, evidenciando assim uma menor
susceptibilidade do algoritmo NLMS a variacdes de poténcia
do sinal de entrada [5], [6].

Tendo em vista que existe uma estreita relacdo entre os
algoritmos LMS ¢ NLMS, expressdes que relacionam esses
dois algoritmos através do passo de adaptacdo podem ser
determinadas. Para tal, primeiramente, relembre que o
comportamento médio do vetor de coeficientes do algoritmo
LMS ¢ dado por [4]

E[w(n+1)]= (1- g0 EIW(n)]+ L ysOaw, (21
e do algoritmo NLMS por [19]

u n
E[w(n+D]=|1-— |[E[w(n)][+—Ww,. 22
[()](M)[()]Mo (22)
Assim, a partir de (21) e (22), constata-se (o bem conhecido
resultado [26]) que a velocidade de convergéncia desses dois
algoritmos ¢ aproximadamente idéntica quando
Hims :M_G? (23)
De maneira andloga, visando ajustar os algoritmos LMS e
NLMS para exibirem um mesmo EQME em regime
permanente (ou desajuste), comparando (19) e (20), a seguinte
relagdo ¢é obtida:

u
9 Y e S — (24)
G2 [M ~{(1-p)]
Portanto, para valores de passo de adaptacdo

adequadamente ajustados [através de (23) ou (24)], os
algoritmos LMS e NLMS apresentam um mesmo
comportamento médio, seja na fase transiente ou em regime
permanente. Além disso, para valores de M grande,
observa-se que (24) tende assintoticamente a (23), i.e., em tal
condigdo, a expressdo que relaciona o passo de adaptacdo dos
algoritmos LMS e NLMS pode ser aproximada por (23);
ratificando assim os resultados apresentados em [26].

IV. RESULTADOS DE SIMULACAO

Nesta se¢do, no intuito de atestar a precisdo das expressodes
de modelo propostas, quatro exemplos sdo apresentados
considerando um problema de identificacdo de sistema. Em
tais exemplos, o comportamento médio predito a partir das
expressdes de modelo ¢ confrontado com os resultados obtidos
via simulagdes de MC, considerando a média de 200
realizagdes independentes. Em todos os cenarios, a planta

utilizada é normalizada de tal forma que || w, H%:l [18]; as
ordens do sistema a ser identificado w, e do filtro adaptativo
sdo assumidas iguais, sendo os coeficientes do filtro
adaptativo inicializados com zero [i.e., w(0)=0]. O sinal de
entrada € proveniente de um processo auto-regressivo de
segunda ordem AR(2), com equagdo de diferencas [2]

x(n) =—ax(n—1)—a,x(n—2)+v(n) (25)
onde a; e a, sdo os coeficientes do processo e v(n), um
ruido branco gaussiano cuja varidncia ¢ ajustada através da
seguinte relagdo:

2 l1—a

; 2[(1+a,)" —a; ] (26)

1+a,
tal que 6)2[ =1. Exceto quando estabelecido o contrario, o
ruido de medicgdo inerente ao ambiente de operagdo do sistema
tem variancia (Sz =10"*, implicando 40 dB SNR.

o

A. Sinal de Entrada Gaussiano Complexo

Na sequéncia, visando verificar a precisdo das expressoes
de modelo propostas, dois exemplos considerando sinais de
entrada gaussianos complexos sdo apresentados. Em tais
exemplos, utiliza-se uma planta obtida a partir de um modelo
de canal de comunicagdes (canal de desvanecimento Rayleigh
normalizado [6, pg. 325-327] com 20 multipercursos e
frequéncia Doppler de 10 Hz).
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1) Exemplo 1: Aqui, busca-se avaliar a robustez das
expressdoes de modelo que descrevem o EQME em regime
permanente [dadas por (14) e (19)] para diferentes dispersoes
de autovalores da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada.
Especificamente, os valores de dispersdo considerados sdo
x=1 [obtido a partir de (25) com a;=a,=0] e 593,08
(fazendo a; =-0,2 e a,=0,95). Nesse cendrio, a planta
utilizada tem M =32 coeficientes.

2) Exemplo 2: Este exemplo tem por objetivo avaliar a
expressdo de modelo (19) frente a um cenario de operagdo
com diferentes niveis de SNR. Para tal, considera-se agora
dois valores distintos para a poténcia do ruido de medigao, i.e.,
62=10"7 (20dBSNR) e 62=10"° (60dBSNR), pois o
caso de 40dB SNR ¢é mostrado na Fig. 1(b). Ainda para esse
cendrio, a dispersdo de autovalores da matriz de
autocorrelacdo do sinal de entrada é y =593,08, obtida como
no Exemplo I; a planta utilizada ¢ a mesma do exemplo
anterior.

B. Sinal de Entrada Gaussiano Real

Nesta sec¢do, considerando sinal de entrada gaussiano real,
dois exemplos s@o apresentados visando avaliar a precisdo das
expressdes de modelo que descrevem o EQME em regime
permanente, bem como verificar a expressdo que relaciona os
algoritmos LMS e NLMS [veja (23) e (24)]. Em tais
exemplos, a planta utilizada ¢ obtida a partir de uma janela de
Hanning [18].

1) Exemplo 3: Neste exemplo, para uma dada dispersdo de
autovalores da matriz de autocorrelacdo do sinal de entrada,
verifica-se a precisdo da expressdo de modelo (14) frente a
filtros adaptativos com diferentes ordens. Especificamente,
consideram-se filtros adaptativos com M =8 e 256
coeficientes, sendo o sinal de entrada obtido através de (25)
com a, =—0,2 e a, ajustado (em torno de 0,9 ) de tal forma
que a dispersdo de autovalores da matriz de autocorrelagdo
seja aproximadamente 470 em ambos 0s casos.

2) Exemplo 4: Aqui, o desempenho dos algoritmos LMS e
NLMS ¢é comparado para sinais de entrada
nao-correlacionados, objetivando evidenciar que eles exibem
comportamentos similares para valores de passo de adaptagdo
adequadamente escolhidos. Nesse cendrio, a planta
considerada tem M =64 coeficientes e o passo de adaptagdo
do algoritmo NLMS ¢ p=0,25. Entdo, visando obter um
mesmo EQME em regime permanente, de (24) tem-se que o
passo de adaptacdo do algoritmo LMS deve ser ajustado para
U ms = 0,004.

C. Discussdo dos Resultados

As Figs. 1, 2 e 3 mostram os resultados obtidos através dos
Exemplos 1, 2 e 3, respectivamente. A partir de tais figuras,
constata-se que as expressdes de modelo que descrevem o
EQME em regime permanente [dadas por (14) e (19)]
conseguem predizer satisfatoriamente o comportamento do
algoritmo NLMS em diferentes condigdes de operacdo, i.e.,
independentemente do nivel de correlagdo do sinal de entrada,
SNR e ordem do filtro adaptativo. Particularmente, em se
tratando de sinais de entrada correlacionados, observa-se que a
expressdo de modelo (14) tem sua precisdo levemente
degradada a medida que o passo de adaptagdo ¢ aumentado.
Essa caracteristica se deve principalmente a aproximagao [veja
(13)] considerada para derivar tal expressdo. Por outro lado,
para sinais de entrada ndo-correlacionados, situagdo na qual
(19) € usada, uma muito boa precisdo pode ser constatada
mesmo para valores elevados de passo de adaptacio.

Na Fig. 4, os resultados obtidos para o Exemplo 4 sdo
apresentados. Nessa figura, verifica-se que os algoritmos LMS
e NLMS exibem comportamentos bastante similares quando
os valores de passo de adaptacdo sdo ajustados através de (24)
[assintoticamente, (23) para filtros de alta ordem]. Portanto,
para sinais de entrada ndo-correlacionados, mostra-se que a
velocidade de convergéncia e 0 EQME em regime permanente
desses dois algoritmos se tornam aproximadamente iguais
quando (23) e (24) sao utilizadas, respectivamente.

EQME (dB)

0 0,5 1 1,5 2

Passo de adaptacdo, i
()

EQME (dB)
\

0 0,5 1 1,5 2
Passo de adaptagdo, 1
(b)
Fig. 1. Exemplo 1. EQME em regime permanente [dado por (14) e (19)].
(Triangulo cinza) simulagdo de MC. (Linha escura sélida) modelo proposto.
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Fig. 2. Exemplo 2. EQME em regime permanente [dado por (19)].
(Triangulo cinza) simulagdo de MC. (Linha escura sdlida) modelo proposto.
(a) 20dBSNR. (b) 60dB SNR.
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Fig. 4. Exemplo 4. Evolug¢do do EQME dos algoritmos LMS (linha irregular
escura) ¢ NLMS (linha irregular cinza) considerando um mesmo valor de
EQME em regime permanente.

V. CONSIDERACOES FINAIS

No presente trabalho de pesquisa, considerando sinais de
entrada gaussianos, foram derivadas expressdes de modelo que
descrevem o comportamento do algoritmo NLMS em regime
permanente. No caso de sinais de entrada correlacionados, a
abordagem utilizada possibilita a obtengdo de expressoes
analiticas aproximadas para o EQME em regime permanente e
para o desajuste. No caso de sinais de entrada
ndo-correlacionados, expressdes analiticas ainda mais precisas
sdo obtidas, visto que muito poucas aproximacgdes siao
utilizadas. Além disso, foram determinadas expressdes que
permitem ajustar os algoritmos LMS e NLMS para uma
mesma velocidade de convergéncia ou EQME em regime
permanente. Os resultados de simulagdo apresentados,
considerando diferentes condi¢des de operacdo, atestam a
precisdo das expressoes de modelo aqui propostas.
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