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Analise Espectral de um Mapa Cadtico Baseado na
Funcdo Tangente Hiperbolica

Carlos E. C. Souza, Daniel P. B. Chaves e Cecilio Pimentel

Resumo— Este trabalho generaliza o mapa caético introduzido
pelos autores recentemente com a adicdo de dois novos para-
metros de controle. O expoente de Lyapunov é empregado para
analisar a dindmica cadtica do mapa proposto. As caracteristicas
espectrais de sinais caéticos gerados por este mapa em funcao
das variaveis de controle também sdo investigadas. O mapa
proposto pode ser aplicado em sistemas de comunica¢ao baseados
em dinadmica simbdlica com vantagens sobre os sistemas atuais
baseados em mapas lineares por partes.

Palavras-Chave— Comunicagio caética, sistemas dinamicos,
mapas iterativos, expoente de Lyapunov, densidade espectral de
poténcia.

Abstract— This work generalizes the chaotic map recently
introduced by the authors with the addition of two new control
parameters. The Lyapunov exponent is employed to analyze the
chaotic dynamics of the proposed map. The spectral characteris-
tics of chaotic signals generated by this map as a function of the
control parameters are also investigated. The proposed map can
be used in symbolic dynamics based communication systems with
advantages over current approaches based on piecewise linear
maps.

Keywords— Chaotic communication, dynamical systems, itera-
tive maps, Lyapunov exponent, power spectral density.

I. INTRODUCAO

Sinais cadticos sdo conhecidos por sua irregularidade, ape-
riodicidade, descorrelacdo e espectro faixa larga [1]. Apesar
disso, podem ser gerados por sistemas dindmicos determinis-
ticos simples [2], o que motiva sua aplicagdo em criptogra-
fia [3], geracdo de nimeros aleatérios [4], marca d’4gua [5],
comunicagdo [6], modelamento de sistemas [7].

A reconhecida propriedade de descorrelagcdo e larga faixa
espectral os torna candidatos potenciais para implementacao
de sistemas de comunica¢do com espalhamento espectral [1],
[2]. Tal sistema oferece vantagens como robustez a miltiplos
percursos e baixa probabilidade de interceptagdo [8]. Além
disso, o comportamento errdtico do sinal cadtico propicia
seguranca a informagao na camada fisica do sistema. Como ha
uma gama de sistemas caéticos de fécil construcao, inclusive
através de circuitos eletronicos, podemos considera-los para
implementacio de sistemas de baixo custo [3], [6].

As técnicas abordadas na literatura para implementacdo de
esquemas de comunica¢do empregando sistemas cadticos sdo
baseadas essencialmente em dois métodos. No primeiro, os
simbolos de informacgdo sdo codificados em uma sequéncia
cadtica gerada pela iteracdo direta do mapa cadtico [9], [10],
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enquanto o segundo utiliza a iteracfio reversa em conjunto com
a dindmica simbodlica das orbitas [11].

Duas caracteristicas do segundo método merecem destaque,
que surgem como contraponto aos desafios tipicamente encon-
trados na implementacdo dos sistemas de comunicacdo basea-
dos em caos. Esse método € capaz de minimizar os problemas
relacionados a amplificacdo de erro e precisdo de truncamento
encontrados no primeiro método. Se implementado com um
mapa adequado, pode-se estabelecer um compromisso entre
desempenho e seguranga da informacgdo. Nesse contexto, um
sistema baseado em um mapa linear por partes foi proposto
em [12], com um parametro de controle que permite alterar o
comprimento de uma regido de guarda, propiciando maior ou
menor imunidade ao ruido. Outros sistemas de comunicagdo
baseados em caos foram propostos baseados neste mapa que
possui uma regido que nunca € visitada [13], [14], [15].
Isso restringe a dindmica do sistema cadtico em fungdo do
comprimento dessa regido, o que induz invariavelmente um
compromisso entre desempenho e seguranca. Essa limitacdo
foi eliminada com o mapa cadtico proposto pelos autores
em [16]. Este mapa, denominado de tanh, € baseado na funcao
tangente hiperbdlica e permite a indugdo de uma regido de
guarda sem degradar o caos, quando quantificado pelo valor
do expoente de Lyapunov.

Este trabalho apresenta um novo mapa cadtico baseado
na fun¢do tangente hiperbdlica, denominado de mapa stanh,
que € uma generalizacdo do mapa tanh proposto pelo autores
em [16]. O mapa stanh é obtido pela adi¢do de dois novos
parametros de controle relacionados a paridade e a simetria
do mapa. Inicialmente, estuda-se o expoente de Lyapunov
do mapa proposto. Em seguida, mostraremos que 0s novos
pardmetros podem ser utilizados para a obtencdo de diferentes
caracteristicas espectrais dos sinais gerados pelo mapa.

Este artigo estd dividido em seis secdes. Na Sec¢do II é apre-
sentada uma breve introdugdo aos conceitos de modulagdo via
dindmica simbdlica. Na Secdo III € introduzido o mapa stanh.
Na Secdo IV € feito um estudo do comportamento cadtico
do mapa stanh. Na Secdo V ¢ realizada uma investigagdo
das caracteristicas espectrais do mapa stanh e, finalmente, na
Secdo VI sdo apresentadas as conclusdes deste trabalho.

II. MODULACAO VIA DINAMICA SIMBOLICA

No inicio da década de 90 foi introduzido o conceito de
controle de caos [17], que propde a intervencdo controlada na
dindmica do sistema cadtico autdbnomo através de pequenas
perturbacdes na sua 6rbita. Os mesmos autores propuseram
em [9] a aplicacdo dessa técnica para transmissdo, onde
sequéncias bindrias sdo mapeadas univocamente em Orbitas
do sistema cadtico.
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Técnicas de modulacdo de sistemas cadticos usando dina-
mica simbdlica foram propostas inicialmente em [9], [18].
O principio bésico consiste em criar um particionamento do
espaco de fase do sistema dindmico e atribuir um simbolo
distinto a cada regido da parti¢do. Desta forma uma sequéncia
de informacdo é transformada em uma sequéncia de simbolos
que representa a dindmica da visitagdo da Orbita no espaco
de fase. Por exemplo, no caso de sequéncias bindrias, o
particionamento é realizado em duas regides: a uma delas
¢ atribuido o simbolo 0 e a outra o simbolo 1. Uma forma
de definir um particionamento ideal € utilizando secdes de
Poincaré do mapa [18].

Para utilizar mapas cadticos em sistemas de comunicagdes,
deve-se obter uma série temporal a partir da aplicagao iterativa
do mapa. Dado um mapa unidimensional f(x), tem-se uma
série temporal através da iteracdo

o= flan_1)n=1,2,... (1)

Dada uma condicdo inicial zy, constréi-se a sequéncia
{2:}520 = {0, f(z0), f*(z0), ...}, que é denominada Grbita
de x( por f. Aplica¢Ges sucessivas do mapa estdo associadas
a sucessdes de cruzamentos da 6rbita com uma secdo de
Poincaré adequada, cujas regides do particionamento induzido
sdo rotulados adequadamente, de forma a garantir as drbitas
sequéncias Unicas de simbolos, ou equivalentemente, sequén-
cias codigo Unicas. Interpretando essas sequéncias como sim-
bolos de informagdo, empregando controle de caos, ela pode
ser modulada em uma 6rbita ou série temporal cadtica.

Para ilustrar esse método, vamos introduzir o mapa modi-
ficado de Bernoulli [12]. A funcdo f(x) é definida sobre um
intervalo limitado H tal que f(H) = H, de forma que H ¢
invariante por f. Este mapa é linear por partes ¢ induz um
particionamento de H em trés subintervalos Iy, I; e I3, sendo
definido por

%1;;7)’ 1<z <—-p (I
fle)=1 % —p<z<p (h) 2
20 p<a<l (D)

A modulacio cadtica baseada na iteracdo direta do mapa em
(2) apresenta dois inconvenientes: amplificacdo de erro e erro
de quantizacgdo [12]. Para contornar estes problemas € utilizado
a iteracdo reversa, por meio do mapa de Bernoulli modificado
inverso

(1-p)z—(1+p) -
PE——P 5=0

px, s=1, (L) 3)

(1—p)z+(1+p)

2 )
que é um conjunto de mapas de contragio sobre H. A
modulagdo cadtica de uma sequéncia finita de simbolos
SnSn+1---Spm—1 € feita iterando (3) a partir de uma dada
condi¢do final zx. Essa abordagem é considerada em di-
versos cendrios de comunicacdo cadtica [12], [13], [14]. O
procedimento € mapear o bit de informagdo 0 para s = 0
e o bit de informagdo 1 para s = 2. Desta forma, a regido
interna [; (para s = 1) nunca é visitada e é interpretada
como uma regido de guarda que garante uma distdncia minima
entre as sequéncias transmitidas. A largura da regido de guarda

depende do parimetro p, tornando o sistema mais robusto ao
ruido quando p aumenta. Entretanto, o sistema se torna mais
previsivel, diminuindo a seguranga para aplicagdes criptogra-
ficas. Outro inconveniente deste mapa é o enfraquecimento
das propriedades cadticas ao diminuir os graus de liberdade
do sistema a partir da proibi¢do da ocorréncia de valores na
regido [;.

Este problema é contornado com o mapa cadtico baseado na
funcdo tangente hiperbélica, denominado de tanh, introduzido
em [16]. Este mapa tem um parametro de controle que pode
ser convenientemente escolhido para manter uma regido com
pouca probabilidade de visitacdo (que pode ser interpretada
como uma regido de guarda) sem a necessidade de alterar
a dindmica do sistema com a proibicdo de visitacdo de
regides do mapa original. Por outro lado o mapa tanh possui
pouca flexibilidade espectral. Isto pode ser um inconveniente
em aplicacdes nas quais se precisa de sinais com poténcia
concentrada em uma faixa especifica do espectro. Na proxima
secdo definiremos um novo mapa, denominado de stanh, que
é baseado no mapa tanh com a introducdo de dois novos
pardmetros de controle. O novo mapa mantém as vantagens
de ter uma regido de guarda natural, como no mapa tanh, sem
comprometer a flexibilidade espectral do mapa.

III. O MAPA STANH

O mapa stanh f : [-1,1] — [—1, 1] é definido por

e tanh[{ 7 - (z +1)] — 1, r<a
f(z) = . |
(=1)°-[e-tanh[—7"= - (z = 1)] = 1], = >
“)
O fator de escala e € dado por
2
‘= tanh(r) ©)

e os parametros de controle sdo especificados pela tripla
(b,r,«). O pardmetro b define a simetria do mapa stanh e
pode assumir os valores O ou 1. No caso em que b = 0, o
mapa stanh possui simetria par e ¢ denominado e-stanh e no
caso de b = 1 a simetria é fmpar e o mapa é denominado
o-stanh.

O parimetro r controla a largura da regido de guarda do
mapa stanh e pode assumir valores reais maiores que zero.
Neste trabalho, assumiremos que r estd definido no intervalo
(0,10]. Para o mapa stanh a regido de guarda ¢ a regido central
do mapa que tem uma baixa taxa de ocupacdo.

O parametro o estd relacionado com o deslocamento do
eixo de simetria, isto é, desloca o eixo central do mapa stanh,
localizado em x = 0, para a direita, com valores positivos de
« e para a esquerda com valores negativos deste pardmetro.
No limite em que r — 0 e o = 0, 0o mapa e-stanh tende ao
mapa da tenda e o mapa o-stanh tende ao mapa de Bernoulli.
A Fig. 1 ilustra o mapa e-stanh para um valor fixo de r, r = 3,
e para trés valores do parimetro . Uma figura similar para o
mapa o-stanh é mostrada na Fig. 2.

A modulagdo de sinais cadticos gerados pelo mapa stanh é
feita por iteragdo reversa, em que o mapa stanh inverso é dado
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Fig. 1. Mapa e-stanh (b = 0) para trés valores de o, o = 050, 3; —0, 8.
r=3.
107‘7
05} 1
f(z) 00 ]
—05) ]
_1'0;\ | | L ]
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0
T
Fig. 2. Mapa o-stanh (b = 1) para trés valores de o, « = 0;0, 3; —0, 8.
r=3.
por
1+« =1 (z4+1\ _
1) = Latanh ™' () —1,  s=0 (L)
s B 1— -1 1
—=——%tanh (z;e ) +1, s=1. (L) ©

A adequagdo desse mapa para aplicagdes em comunicacio
¢é estabelecida com relagdo as propriedades do sinal cadtico.
Uma das ferramentas para esta andlise é investigar o expoente
de Lyapunov do mapa, o que serd analisado na préxima secao.

IV. COMPORTAMENTO CAOTICO

O expoente de Lyapunov mede a taxa de separacdo entre
duas trajetdrias durante a evolugdo dindmica do sistema. Duas
orbitas infinitesimalmente préximas tendem a se afastar se
o expoente de Lyapunov for positivo [1], [2], sendo um
indicativo da presenca de caos no sistema. O expoente de
Lyapunov para um mapa discreto unidimensional é definido
por [2]

(N

A Figura 3 ilustra o comportamento do expoente de Lyapunov
versus o pardmetro « para o mapa o-stanh (b = 1) para
trés valores do parametro . Um comportamento semelhante
foi observado para o mapa e-stanh (b = 0). Observa-se
nesta figura que o Lyapunov é positivo para o intervalo de
pardmetros considerado. Quando r assume valores préximos
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Fig. 4. Expoente de Lyapunov versus r para o mapa e-stanh para o« =
0,2;0,5;0,9.

de zero, o expoente tende a zero nos extremos do intervalo de
definicdo de . Ao aumentarmos o valor de 7, o expoente tem
uma variacdo mais uniforme, indicando uma maior robustez do
comportamento cadtico a variacdo do pardmetro . A Figura 4
mostra como o exponente varia em relagdo a r para trés
valores do pardmetro «. Para valores pequenos de r observa-
se uma maior variacdo do exponente de Lyapunov com a.
Esta variagdo diminui quando « € reduzido. Adicionalmente,
para valores suficientemente elevados de r, independente do
«, todas as curvas apresentam um decaimento linear com
leve inclinag@o. Observa-se que esse estado € alcancado para
valores cada vez menores de r quanto menor for o valor
de a. Assim, o aumento do valor de r assegura um mapa
com melhores propriedades cadticas, ou seja, um expoente
de Lyapunov com pouca sensibilidade a variacdo dos outros
parametros do mapa.

Como uma andlise final das propriedades do mapa stanh,
na préxima secdo avaliaremos o comportamento da densidade
espectral de poténcia (PSD) deste mapa com a variagdo dos
seus parametros.

V. COMPORTAMENTO ESPECTRAL

O comportamento da PSD de sinais cadticos gerados por
mapas lineares por partes € investigado em [19], [20]. Nesta
secdo, estenderemos esta andlise para o mapa stanh utilizando
simulacdes computacionais.
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Fig. 5. PSD do mapa e-stanh para » = 0,1;1;2;5. « = —0.9.

A partir de uma condig¢@o inicial zg é gerada uma 6rbita
finita {:ci}figl usando (1). Esta 6rbita, que é um sinal de-
terministico, pode ser considerada uma funcdo amostral de
um processo estocdstico estaciondrio [19]. Assim, {x; i]igl
é uma sequéncia de varidveis aleatérias discretas indexadas
pelo indice 4 tal que a média de z; é n = E[z;] e a fungio
de autocorrelagdo (ACF) é dada por R[m] = E[z;, Zitm],
onde a média € somada sobre todas as condi¢des iniciais. Para
as simulacdes numéricas da AFC foram empregadas orbitas
de tamanho N = 1024 e um ensemble de 30.000 condicdes
iniciais uniformemente distribuidas no intervalo [-1,1].

A PSD ¢ a transformada de Fourier de tempo discreto da
ACEF, isto é

]

S(w) =

Z R[m]e™7“™,

m=—0o0

®)

Nos mapas lineares por partes, € possivel obter sinais caéticos
de comportamento passa-baixa ou passa-faixa variando os
parametros de controle do mapa [20], [19]. Para o mapa
stanh podemos obter trés tipos de comportamento: passa-baixa,
passa-alta e passa-faixa.

A Figura 5 mostra o grifico da PSD para alguns sinais
cadticos gerados pelo mapa e-stanh para quatro valores de
r e a = —0.9. As curvas estio normalizadas para um
valor maximo da PSD unitdrio. Quando r é pequeno, o sinal
apresenta comportamento passa-alta sendo mais seletivo com
valores menores de r. Aumentando o valor de r observa-
se um aumento na faixa de passagem porém o expoente de
Lyapunov também aumenta. Com isto, pode-se gerar sinais
passa-alta com maior ocupacio espectral e com maior robustez
a propriedade cadtica. Finalmente, para valores de r maiores
que aproximadamente 5 a PSD assume um comportamento
passa-faixa. Para valores positivos de « o sinal gerado pelo
mapa e-stanh tem comportamento passa-baixa quando r €
pequeno e passa-faixa quando r € maior que aproximadamente
5, conforme € ilustrado na Figura 6. Em suma, os comporta-
mentos passa-baixa e passa-alta com faixa estreita do mapa e-
stanh estdo relacionados a valores pequenos de 7 em conjunto
com « positivo (passa-baixa) ou a negativo (passa-alta). Com
o aumento de r o mapa e-stanh gera comportamentos passa-
faixa e quanto maior o valor de r, menor a dependéncia dos
sinais em relacdo ao parametro a.

Fig. 7.

PSD do mapa o-stanh para » = 0,1;2;5;8. a = 0.9.

O mapa o-stanh ndo possui a mesma variagdo espectral do
mapa e-stanh. A Figura 7 mostra que o comportamento da
PSD para o mapa o-stanh é passa-baixa com maior seletividade
para valores pequenos de r. Observou-se (figura ndo mostrada)
que este comportamento passa-baixa € invariante em relacao
ao sinal do parimetro a.

VI. CONCLUSOES

A partir da variacdo dos parametros de controle do mapa
stanh € possivel obter sinais cadticos com varias caracteristicas
espectrais. O conjunto de pardmetros (b, , &) pode ser definido
para gerar sinais cadticos com comportamentos espectrais
passa-baixa, passa-alta ou passa-faixa. Além disso, no limite
em que r tende a zero, obtemos os mapas da tenda ou o mapa
de Bernoulli deslocado, de acordo com a paridade definida
pelo parametro b.

A tangente hiperbdlica pode ser realizada eletronicamente
através de um par diferencial com transistor de jun¢do bipo-
lar [21]. Com a incorporagdo de um circuito periférico, como
o track-and-hold [22] e fontes de corrente, um circuito que
implementa o mapa stanh com o = 0 e simetria par foi
simulado em SPICE, apresentando comportamento condizente
com a previsdo tedrica para a faixa testada de valores do
parametro r. Dessa forma, o stanh é um candidato para
aplicacdes em comunicagcdes que envolvem transmissdo de
informacdo e geracdo de nimeros aleatorios.
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