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Efeito de nao linearidade variante no tempo sobre o
espectro de sistemas OFDM moveis

Alexander Beremiz Hilario Tacuri e José Mauro Pedro Fortes

Resumo— Este artigo apresenta um desenvolvimento analitico
que permite analisar o efeito, sobre o espectro de sinais OFDM,
de um canal constituido por uma nio linearidade com memoria
seguida por um canal de propagacdo muti-percurso. O canal
¢ modelado por uma série de Volterra variante no tempo
e a envoltoria complexa do sinal OFDM por um processo
estocastico gaussiano proprio, complexo, ciclo-estacionario e de
média nula. As expressoes matematicas obtidas sdo aplicadas a
uma situaco especifica, permitindo uma avaliacdo quantitativa
do espalhamento espectral de sinais OFDM provocado pela
utilizacao de dispositivos nao lireares em canais moveis.

Palavras-Chave— OFDM, nao-linearidade com memoria, canal
muti-percurso.

Abstract— This paper presents analytical expressions that can
be used in the evaluation of the effects of a non-linear mobile
(multi-path) channel on the spectrum of OFDM signals. The
channel is modeled by a time varying Voterra Series and the
OFDM signal is modeled by a complex, proper, ciclo-stationary
gaussian random process with zero mean. The resulting math-
emetical expressions are applied to an specific situation, allowing
for a quantitative evaluation of the OFDM spectral growth
produced by the use of non-linear devices in mobile channels.

Keywords— OFDM, non-linearity, multi-path channels.

I. INTRODUCAO

A indistria de comunicacdo sem fio tem sido bem sucedida
nos ultimos anos no fornecimento de enlaces de dados de
alta velocidade que permitem uma infinidade de aplicacdes
multimidia. Estes sucessos incluem, entre outros, sistemas de
dudio digital DAB [1] (Digital Audio Broadcasting), video
digital DVB [2] (Digital Video Broadcasting) e a onipresente
tecnologia de redes locais sem fios sob os padrdes 802.11.
Muitas dessas tecnologias sdo destinadas a utilizacdo de
dispositivos fixos ou portéteis, e ndo suportam a mobilidade
total. Grande parte das recentes pesquisas académicas e do
desenvolvimento industrial em comunicagdes sem fio tem se
concentrado na migracdo destas tecnologias para um ambiente
totalmente mével.

Sistemas OFDM (Orthogonal frequency division multiplex-
ing) t€m se apresentado como um bom candidato para cumprir
as metas de comunicacdes sem fio de alta taxa de dados para
dispositivos fixo, portdteis, assim como para dispositivos to-
talmente modveis. Tecnologias recentemente desenvolvidas com
OFDM incluem DVB-H [2], MediaFLO [3], FLASH-OFDM
[4], e 802.16¢ [5]. Entretanto, o desempenho de redes sem fio
empregando OFDM pode ser significativamente prejudicado
pelos efeitos de nao-linearidades na natureza multiportadora
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dos sinais OFDM, assim como pelo incremento da duragio do
simbolo que torna o sistema OFDM mais sensivel aos canais
variantes no tempo. Assim, torna-se importante a andlise dos
efeitos de ndo-linearidade e canais variantes no tempo sobre
sinais OFDM. O presente trabalho visa a determinagido dos
efeitos de um canal ndo-linear variante no tempo sobre o
espectro de sinais OFDM.

A caracterizagdo de sinais OFDM ¢ feita na Secdo II. Em
seguida, a Secdo III descreve a representacdo, por series de
Volterra, de sistemas nido-lineares com memoria, variantes no
tempo, sendo determinados os kernels desta representacdo. Na
Secdo IV, a modelagem utilizada para o canal variante no
tempo é descrita. A expressdo matemadtica para a densidade
espectral de poténcia da envoltéria complexa do sinal de
saida é obtida na Se¢do V. Finalmente, a Secdo VI apresenta
resultados numéricos relativos a uma situacio especifica de
interesse e tece comentdrios sobre o trabalho desenvolvido.

II. CARACTERIZACAO DO SINAL OFDM
O sinal OFDM pode ser escrito como [6]
w(t) = Re{i(t) e/} M
com Z(t) denotando a envoltéria complexa do sinal OFDM

em relacdo a frequéncia f,., dada por

oo N-1

Z Z Xin p(t +€—kT) ej[%&(tﬁ’é)«ke] @)
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onde Sy, representa o simbolo complexo transmitido na
sub-portadora n no k-ésimo intervalo de tempo, N € o
nimero de sub-portadoras do sinal OFDM, T ¢ a durag@o do
simbolo OFDM, 0 e € sdo varidveis aleatérias que modelam,
respectivamente, a fase do oscilador do modulador e o erro
de sincronismo de relégio no receptor e p(.) é a fungéo
que modela o pulso formatador. No caso particular de pulso
formatador retangular, tem-se

B %C ; tel0,T]
p(t) = VTOT' e[0T 3

onde T, € a duragdo do prefixo ciclico do sinal OFDM. As
varidveis aleatdrias § e e sdo consideradas estatisticamente
independentes e uniformemente distribuidas em (0,27] e
(=T/2,T/2] respectivamente.
A média da envoltéria complexa &(t) é dada por
oco N-1
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Observe que, como 6 é uniformemente distribuida em (0, 27],
E[e?%] = 0 e, conseqiientemente,

mz =0 (5)

Considerando-se que os simbolos complexos transmitidos
em diferentes intervalos de tempo e diferentes sub-portadoras
sdo independentes, ou seja, que

* O, k17ék2 ou n1¢n2
E[Xkl’ankz’nz] o { Es; ki=ko=k e ni=ns=n
(6)
onde E; denota a energia média dos simbolos, a fungio
autocorrelagio da envoltéria complexa (t), definida por
Rs(t+7,t) = E[Z(t + 7)Z*(t)], se escreve

s _2mnT

Ri(t+1,t) = Es;e&T T
oo N-1

- >0 Elp(t+r+e—kT)p*(t+e—kT)] (7)

k=—0c0 n=0

lembrando-se que € ¢é uniformemente distribuida em

(=T/2,T/2], tem-se

P _2mnT
Ri(t+7,t) = E;eT T
T/2 oo N-1

%/ Z Zp(t+r+5—kT)p*(t+8—kT) d&8)

—T/2 k=—ocon=0
ou, apés algumas manipulagdes matematicas,

. 2

125 N-1 TnT
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n=0

A partir de (5) e (9), pode-se concluir que Z(t) € um processo
estaciondrio no sentido amplo (ESA). Assim, sua densidade
espectral de poténcia é dada pela Transformada de Fourier de
(9), ou seja,

s 2nnT

E N-1
Silf) =7 X F |7 plr) e (-0)
n=0

(10)

Utilizando-se algumas propriedades da Transformada de

Fourier, tem-se
N-1
E n
()= P
Sa(f) = = 2 (f T Tcp>

onde P(f) é a Transformada de Fourier de p(t).
A titulo de exemplo, considere o caso particular em que
p(t) é o pulso retangular definido em (3). Neste caso,

2

(1)

N-1

D

n=0

E,T
(T = Tep)

n

Se(f) = 71,

sinc? [(f ) T] (12)

A Figura 1 ilustra a densidade espectral de poténcia da
envoltéria complexa de Z(t) obtida a partir de (11) e (12). Note
que, nesta figura, a frequéncia foi normalizada com relagdo a
banda de 3 dB By e a frequéncia central f, do espectro do
sinal OFDM, dada por

N -1
f0=fc+2 (13)

(T = Top)

Sz(f)/Es (dB)

-0.5 0
(f = fo)/Bo

Fig. 1. DEP da envoltéria complexa do sinal OFDM/BPSK com N = 48,
T =4 ps, Tcp = 0.8 us e pulso retangular.

ITI. REPRESENTACAO POR SERIES DE VOLTERRA DE
SISTEMAS NAO-LINEARES VARIANTES NO TEMPO

Conforme mostrado em [7] e [8], o relacionamento entre a
envoltéria complexa Z(t) do sinal de entrada de um sistema
ndo-linear variante no tempo e a envoltéria complexa (t) do
sinal resultante na saida pode ser descrito através uma série
de Volterra variante no tempo. Neste caso,

§t) = Gami(t) (14)
m=0
com
y2m+1(t)—/"'/’52m+1(t701,---,042m+1)
m—+1 2m—+1
Bt—oar) [[ & - addar - dogm (15
r=1 s=m-+2

onde Z(t) é a envoltéria complexa do sinal de en-
trada (que no caso de sinais OFDM ¢ dada por (2)) e
IngH(t, Q1,...,Qgm,+1) representam os kernels variantes no
tempo da série de Volterra que caracteriza a ndo-linearidade,

em banda bdsica.

A. Determinagdo dos kernels da ndo-linearidade

Neste trabalho, o0 modelo da nao-linearidade com memoria,
variante no tempo, a ser descrita por série de Volterra &
ilustrado na Figura 2. Nesta figura, @(t) representa a resposta
ao impulso (equivalente passa-baixa) de um filtro linear in-
variante no tempo, ﬁ(t, v) representa a resposta ao impulso
(equivalente passa-baixa) de um filtro linear variante no tempo.
Neste modelo, considera-se que nao-linearidade sem memoria
¢ do tipo polinomial, ou seja

L
w(t) =Y b2 (t) (16)
=0
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E possivel mostrar [9] que na banda da envoltéria complexa
do sinal z(t) a envoltéria complexa de w(t) se escreve

M
D= YamerZmHOF (1), (17)
m=0
onde ) 5 )
m m+
Yom1 = ( ) (18)
m
e M = [(L—1)/2], ou seja, m é o maior inteiro menor ou
igual a (L —1)/2.

Z(t) ndo-lineridade

sem memoria

a O

ﬁ)(t) ﬁ(t,v) -N(t)

Fig. 2. Modelo de ndo-linearidade com memdria variante no tempo

Note (ver Figura 2) que

g(t) = /jo h(t, ) (t —v) dv (19)
5(t) = /_ " #(0)i(t - a) da (20)

Note que, em (19), ib(t, v) representa o equivalente passa-baixa
da resposta do sistema linear, no instante ¢, a um impulso
colocado em sua entrada no instante ¢ — v. Substituindo-se
(20) em (17) e (17) em (19) obtém-se, apés manipulagdes,

m—+1
Z 72m+1/ / (t,v H (e, —v)
—00 —00
2m—+1 m+1 2m—+1
. Hﬁ* —v H:z: (t—a, H:c (t — as)dag ...dasm+1dv
s=m-+2 s=m-+2
(21)

As expressoes dos kernels de Volterra, correspondentes ao
diagrama da Figura 2 e a uma ndo-linearidade sem memdoria
dada por (16), podem ser obtidos comparando-se (21) com
(14) e (15). Obtém-se assim,

o0

+
komi1(t, o0, ... ,00me1) = 72m+1/ t,v) H - )
2m—+1
Jl e —v)dv 5 m< M (22)
s=m-+2

€ I;szrl(t,Oél,.. .,Oégm+1) =0 param > M.

IV. CARACTERIZACAO DO CANAL VARIANTE NO TEMPO

Neste trabalho, o sistema linear variante no tempo que
aparece na Figura 2 modela um canal de propagagdo multi-
percurso, variante no tempo, seguido de um filtro de recepcao.
Considerou-se [10]

gv—up) (23)

Z aphip(t

onde P € o nimero de percursos de propagacdo, a, € v
representam os coeficientes de atenuagio e retardo, respectiva-
mente, p,(t) é um processo aleatério complexo gaussiano de
média nula com fungéo autocorrelacdo conhecida e g(.) repre-
senta a resposta ao impulso do filtro de recepc¢ao (equivalente
passa-baixa). Este canal tem sido utilizado em diversos estudos
envolvendo sistemas de comunicagdes méveis [11,12,13,14].
A fungdo autocorrelacdo deste canal é dada por

Rj(t1,t2,01,02) = Elh(t1,v1)h* (t2,v2)]

P—-1 P-1

= Z Z Qp, a;nE[MPl (tl):u';k)g (tQ)]
p1=0p2=0
~§(’L}1—Vp1)§*(’02—up2) (24)

Considerando-se que os processos complexos pp, (1) e
Up, (t2) sdo conjuntamente estaciondrios no sentido amplo
(ESA) e descorrelatados para p; # po tem-se [10]

R;, (7, v1,02) Z lap* Ry, (7)g(v1 — vp)G* (02 — 1) (25)

onde

Ry, (1) = Elpp (), (t + 7)) (26)

V. CARACTERIZACAO DO SINAL DE SAIDA

Na determina¢@o da média e da fun¢@o autocorrelagdo da
envoltéria complexa do sinal g(t), é utilizado o resultado do
teorema a seguir, cuja demonstracdo pode ser encontrada em
[15]:

TEOREMA 1: Sejam z,, (n = 1,2,...,N) amostras de
um processo estocdstico z(t), gaussiano, complexo, préprio,
estaciondrio no sentido amplo e de media nula. Entao

e para s # r 0 momento conjunto

Zma e 2z ]

E[Zmlzmz T n1*ny N

onde my e n; sdo inteiros do conjunto {I,...
igual a zero
e para s =7 0 momento conjunto

7N}7 é

*
E[Zmlzmz o 'stznlznl T ZnT]

S€ €SsCreve

S (Bl 2 ) Elz .y Znal) -+

™

(Bl o)

onde m € uma permutacdo do conjunto de inteiros

{1,2,...,1}.

A média da envoltéria complexa (t) pode ser obtida a partir
de (14) e (15), resultando

>/

‘ / Elkamir1(t, a1, ..., azmi1)]

m—+1 2m—+1
I[Mit-e) ] gz*(t—as)] day ... dagmer (27)
r=1 s=m-+2

Na obtencdo de (27) considerou-se que os kernels ]::Qerl ea
envoltéria complexa Z(¢) sdo estatisticamente independentes.
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Considerando-se o Teorema 1, verifica-se que o segundo valor

esperado em (27) € nulo e, consequentemente,
my(t) =0 (28)

A fungdo autocorrelagio da envoltéria complexa §(t) do

sinal de saida, definida por
Ry(t+7,t) = E[y(t + 7)y"(t)]

pode ser obtida considerando-se (14) e (15), resultando

(29)

5(t+7,1) ZZ/ /KmntJtha,ﬁ)

m=0n=0_"

: Xm,n(t + T, ta a,ﬁ) da dﬁ (30)
onde
Kmy"(t + 7,1, avﬁ) = E[l;:Qerl(t + 71,01, .. aa2m+1)

! 15311-1-1 (ta ﬂlv s 752n+1)] (31)

€

m—+1
Xt +1,t,0,3) = Ha:t—i—T—ozh)

ri= 1

2m—+1 n+1 2n+1
I &+ -as) H (t=Br) ] &(t—Bs)
s1=m+2 so=n—+2
(32)

Note que o momento conjunto em (32) pode ser calculado
utilizando-se o Teorema 1.

No caso do canal ndo-linear em (16) (ver (22)), verifica-se
que, para pares (m,n) tais que m < M e n < M, a fungdo
em (31) se escreve

Km_’n(t‘i-T,t,a,,B):'}/2m+1")/;n+1 / /Rﬁ(t+73t701702)

—00 —O0

“Umn(a, B,v1,v2) duy dvg (33)
com R;l(t + 7,1, 01, ’Ug) = E[il(t + 7, ’Ul);L*(t, ’Ug)], €
m+1 2m—+1
Un,n (e, B,v1,v2) = H (o, —v1) H u*(ovs, — 1)
r1=1 s1=m+2
n+1 2n+1
T @B =) [I @B —v) G4
ro=1 So=n—+2

Para outros valores do par (m,n), Kpy,(t + 7,t,a,3) = 0.
Em (32), 1), (33) e 34) & = = (ov,... Tep=
(B, Bontr)”

Lembrando que o processo Z(t) é gaussiano, complexo,
proprio, estaciondrio no sentido amplo e de media nula,
verifica-se (utilizando-se o Teorema 1) que a fungdo X, ,, (t+
7,t, e, 3), definida em (32), ndo depende de ¢, sendo fungdo
apenas de 7, a e 3. Além disso, verifica-se facilmente que,
para o canal variante no tempo definido na Secdo IV, a funcio

7042m+1)

Kpn(t+7,t, a,3) definida em (33) é também funcdo de 7,
a e (3 (ver (25)). Assim, neste caso particular, (30) se escreve

ZZ/ /Kmnmﬁ Xpn(r, 0, B) dx dB (35)

m=0n=0_"

onde X, »(7, ¢, 3) é dado por (32) e K, (7, ¢, 3) é obtido
a partir de (33), (34) e (25). Finalmente, a densidade espectral
de poténcia da envoltéria complexa ¢(t) é dada por

55(0) = Flrs(r) = [ h

— 00

Ry(m)e ™7 ar  (36)

VI. RESULTADOS NUMERICOS E CONCLUSOES

Nesta secdo, a densidade espectral de poténcia em (36) foi
calculada para o caso particular em que um sinal OFDM/BPSK
(com f. = 1GHz, T = 4us e Tcp = 0,8us) é colocado
na entrada de um canal ndo-linear variante no tempo como
o ilustrado no diagrama da Figura 2. A nao-linearidade sem
memoria corresponde a (16) com L = 3, byp =0, b; = 1,0,
ba = 0e bs = —0,25. Foi considerado um canal multipercurso
variante no tempo como o descrito na Sec¢do IV com 4 taps
(P = 4), no qual os processos i, (t) tém densidade espectral
de poténcia de Jake [10], ou seja,

S, (f) = !

mfay/1— (%)

[fI < fa (37

2

onde f; é a frequéncia de Doppler (devida ao movimento
do receptor). Neste caso, 0s processos pp(t) tém funcio
autocorrelacdo dada por

Ry, (1) = Jo(27 faT) (38)

Considerou-se ag = 1 a1 = 0,7937, as = 0,3162, a3 =
0,1000, vo =0 pus v1 = 0,2 us, vo = 0,4 pus e v3 = 0,6 pus.
Os resultados obtidos foram parametrizados para valores es-
pecificos do produto f;7/N. Considerou-se ainda que o filtro
u(-) de entrada da ndo-linearidade (ver Figura 2) e o filtro
de recepcdo ¢g(-) sdo ambos passa-faixa de butterworth, com
frequéncia central fy e banda de 3 dB igual a By. A resposta
em frequéncia destes filtros é dada por

1
U(f) e (i_fT)

Neste exemplo, a densidade espectral de poténcia da en-
voltéria complexa do sinal na saida do canal (ndo-linearidade
mais canal de propaga¢do multipercurso) foi calculada a partir
de (32) a (36). Esta densidade espectral de poténcia € apresen-
tada na Figura 3. A titulo de comparacao esta figura apresenta
dois outros resultados: (i) a densidade espectral de poténcia
da envoltéria complexa do sinal de entrada e (ii) a densidade
espectral de poténcia da envoltdria complexa do sinal de saida
no caso particular em que apenas a ndo-linearidade do canal
e o filtro de recepgio sio considerados (h(t,v) = §(v)).

Para ilustrar o efeito do movimento do receptor, a Figura
4 apresenta as densidades espectrais de poténcia do sinal na
saida do canal ndo-linear movel para diferentes valores de
faT/N. Observe, por exemplo, que a banda de 10 dB da

=G(f) = (39)
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Fig. 3. Densidades espectrais de poténcia das envoltérias complexas: (i)
sinal de entrada; (ii) sinal de saida (ndo-linearidade, canal de propagacdo
(faT/N = 0.2) e filtro de recepgdo) e; (iii) sinal de saida (ndo-linearidade
e filtro de recepg¢io).

densidade espectral de poténcia do sinal de saida varia de By
a aproximadamente 1,5By quando f47'/N varia de 0,01 a
0,35. Este fato tem importancia fundamental na defini¢do dos
espacamentos entre portadoras adjacentes e motivou o grafico
da Figura 5, que indica o percentual de poténcia do sinal
de saida do canal considerado fora da faixa de frequéncias
correspondente a uma banda b em torno de fy para By < b <
00. Observe, por exemplo, que para b = 1, 5B este percentual
de poténcia varia aproximadamente de 0,7% a 2,4% quando
faT/N varia de 0,01 a 0,35.

fq=0,35N/T
Sl i=. = fq=0,20N/T
-fq=0,10N/T
.......... fa=0,01N/T

_5011" i i i i i )

-15 -1

0 05
(f = fo)/Bo

Fig. 4. Densidade espectral de poténcia da envoltéria complexa do sinal de
saida, para diferentes valores de fqT/N.

Em resumo, este trabalho apresentou um desenvolvimento
analitico que permite analisar o efeito, sobre o espectro
de sinais OFDM, de um canal constituido por uma nao-
linearidade com memdria seguida por um canal de propagagio
muti-percurso (canal variante no tempo). Convém observar que
o desenvolvimento apresentado é bem mais complexo do que
o efetuado em [6], limitado a ndo-linearidades invariantes no
tempo. O canal foi modelado por uma série de Volterra vari-

;
fq=0,35N/T
— .= f4=0,20N/T
— — —f4=0,10N/T
weeeeeens f 0 =0, 01N/T

25
b/Bo
Percentual de poténcia do sinal de saida do canal considerado fora
da faixa de frequéncias correspondente a uma banda b em torno de fo.

Fig. 5.

ante no tempo e a envoltdria complexa do sinal OFDM por um
processo estocdstico gaussiano préprio, complexo, estaciondrio
e de média nula. Os resultados analiticos foram aplicados
a um caso particular, permitindo uma avaliacio quantitativa
do espalhamento espectral de sinais OFDM provocado pela
utilizagdo de dispositivos ndo-lineares em canais moveis.
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