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Codificacdao de Rede na Camada Fisica
via Reticulados

Danilo Silva

Resumo— Codificacado de rede na camada fisica (PNC) ¢é
uma estratégia de cooperacio em redes sem fio que utiliza a
interferéncia como um auxilio—ao invés de um obstaculo—para
a comunicacdo. Uma forma promissora de PNC baseada em
reticulados aninhados tem atraido significativamente a atencio
da comunidade devido a suas inimeras vantagens tedricas e
praticas. Este artigo convidado sumariza alguns dos resultados
recentes nessa area obtidos pelo autor e seus colaboradores
(Feng, Silva & Kschischang, IEEE Trans. Inf. Theory, 2013).
Especificamente, é apresentada uma abordagem algébrica para
PNC, baseada na teoria de médulos, a qual se aplica a qualquer
par de reticulados aninhados. Sao fornecidas expressoes para
a probabilidade de erro e critérios de projeto para reticulados
genéricos, os quais sdo também particularizados para reticulados
baseados na Construciao A.

Palavras-Chave— Comunicacées cooperativas, redes sem fio,
codificacdo de rede, reticulados aninhados.

Abstract— Physical-layer network coding (PNC) is a relaying
strategy for wireless networks that exploits interference as an
aid—rather than an obstacle—to communications. A promising
type of PNC based on nested lattices is attracting significant
attention due to its several advantages, both theoretical and
practical. This invited paper summarizes some of the recent work
in this area obtained by the author and his collaborators (Feng,
Silva & Kschischang, IEEE Trans. Inf. Theory, 2013). Specifically,
an algebraic framework for PNC is presented, based on module
theory, which is applicable to any pair of nested lattices. Error
probability expressions and design criteria are derived for general
lattices and then specialized for lattices based on Construction A.

Keywords— Cooperative communications, wireless networks,
network coding, nested lattices.

I. INTRODUCAO

Codificacdo de rede na camada fisica (PNC) é uma nova
estratégia de cooperacdo em redes sem fio que explora de
forma inteligente a interferéncia entre usudrios, com o objetivo
de aumentar as taxas de informacdo alcangédveis. Proposta
independentemente em [1]-[3], a esséncia da PNC ¢ fazer uso
da sobreposicdo de sinais em um canal de acesso multiplo
para extrair evidéncia—na forma de equacdes lineares—sobre
as mensagens (digitais) as quais os sinais estdo associados.
A evidéncia extraida pode entdo ser encaminhada para outros
destinatdrios, os quais podem recuperar as mensagens dese-
jadas resolvendo-se um sistema linear.

O exemplo mais proeminente de PNC considera o canal
bidirecional com relay (TRWC), em que dois usudrios desejam
trocar mensagens através de um relay, conforme ilustrado na
Fig. 1. Suponha que os usudrios 1 e 2 transmitem simultane-
amente os sinais x1,xs € C™, correspondentes as mensagens
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Fig. 1. Canal bidirecional com relay.
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Fig. 2. Constelagdo recebida quando h1 =1, hg = 1.
wi,wy € W = {0,1}*, respectivamente. Suponha que o

relay deseja obter o XOR entre as mensagens, u = w; G Wo
(pois esta é uma evidéncia 1til para ambos os usudrios se
posteriormente transmitida através de difusdo). O problema,
portanto, € como decodificar esta funcdo a partir do sinal
recebido y = h1x1 + hoXs + 2z, onde hy, he € C sdo ganhos
do canal e z € C" ¢ ruido gaussiano.

Suponha que os dois usudrios utilizem a modula¢do 4-QAM
sem codificacdo, com mapeamento

00— —-1—4, 100—-1—4, 01— —-1+4 11143
onde i = \/—1, e suponha que h; = hy = 1. A constelacio
recebida é mostrada na Fig. 2. Pode-se ver que € possivel
decodificar o XOR usando as regides de decisdo ilustradas na
figura: embora nfo seja possivel determinar (w1, wo), ndo hd
ambiguidade sobre u = w; & wo.

O exemplo acima, no entanto, torna-se limitado para tratar
canais mais genéricos. Por exemplo, se hy = 1 e hy = 1,
isto é o canal aplica uma rotacdo no segundo sinal, surgem
ambiguidades no cédlculo do XOR, sendo preciso que o relay
seja capaz de decodificar outras combinagdes lineares (no
caso, ndo sobre um corpo finito mas sobre o anel de inteiros
gaussianos Z[i]). Além da escolha da combinagéo linear mais
adequada, outras questdes envolvem o aumento da eficiéncia
espectral e a integracdo com a codificacdo de canal.
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A abordagem moderna para PNC, denominada neste artigo
de codificacdo de rede via reticulados (lattice network coding),
foi introduzida por Nazer e Gastpar em [4], sob a alcunha
de compute-and-forward. Baseados nos resultados de Erez
e Zamir [5], os quais utilizaram reticulados aninhados para
atingir a capacidade do canal gaussiano, Nazer e Gastpar
foram capazes de demonstrar taxas alcangdveis superiores a
quaisquer outros esquemas PNC que ndo exigem conheci-
mento dos ganhos do canal (CSI) nos transmissores (apenas
no receptor). Os resultados em [4] deixam claro que os
coeficientes da combinagdo linear inteira a ser decodificada
devem ser escolhidos livremente pelo relay, com o objetivo de
aproximar da melhor forma possivel os ganhos aplicados pelo
canal (que ndo serdo, em geral, inteiros).

O presente artigo revisa e sumariza os principais resultados
de [6], onde é apresentada uma abordagem algébrica para o
problema de PNC. Diferentemente dos resultados de teoria da
informag@o em [4], os quais sdo restritos a uma construgao es-
pecifica de reticulados (de dimensao assintoticamente grande),
nossa abordagem é vélida para quaisquer reticulados com-
plexos de quaisquer dimensdes (inclusive sobre outros anéis
de inteiros complexos como os inteiros de Eisenstein Z[w]).
Mostramos que a escolha do par de reticulados aninhados
unicamente determina a estrutura algébrica do espaco de
mensagens (qualquer outra estrutura resultaria em ambigu-
idades). Além disso, desenvolvemos uma estimativa da prob-
abilidade de erro de decodificag@o, a qual resulta em critérios
geométricos para o projeto de reticulados. Tais resultados sdo
particularizados para constru¢cdes importantes de reticulados
baseados em c6digos, especificamente, a Construgdo A Com-
plexa e a Construcdo A Levantada.

Nossa abordagem algébrica ja tem sido usada por outros
autores para obter resultados importantes em PNC. Especifi-
camente, os trabalhos [7], [8] utilizam nossa abordagem para
determinar taxas alcancdveis e estimativas de probabilidade
de erro para reticulados construidos sobre Z[w], demonstrando
ganhos em relagdo a reticulados sobre Z[i].

II. CODIFICACAO DE REDE NA CAMADA FiSICA

Esta secdo apresenta uma formulagdo do problema da
codificacdo de rede na camada fisica (PNC), bem como o
modelo de canal adotado neste trabalho. Essencialmente, o ob-
jetivo da PNC ¢ tirar proveito de um canal de multiplo acesso
para extrair combinagOes lineares dos pacotes transmitidos.
Tais combinagdes lineares podem ser posteriormente repas-
sadas para uma camada superior (que implementa codificacio
de rede tradicional) para realizar a comunicacdo fim-a-fim.

A. Modelo do Canal

Considere um canal de miltiplo acesso com L transmissores
(que podem ser fontes ou relays) e um tnico receptor (que
pode ser um relay ou um destino) sujeito a desvanecimento
de bloco e ruido aditivo gaussiano branco. As entradas do
canal sdo denotadas por xX1,...,x; € C"” e a saida do canal

¢ dada por
L

y = hexi+z (1)

(=1

onde hy,...,hy € C sdo coeficientes de desvanecimento e
z ~ CN(0,NgL,) é um vetor aleatério complexo conjunta-
mente gaussiano e circularmente simétrico. Assume-se que 0s
coeficientes de desvanecimento sdo perfeitamente conhecidos
no receptor mas desconhecidos nos transmissores.

Por simplicidade, assumiremos que todos os transmissores
s@o idénticos, com poténcia média de transmissao dada por

A1
P2 B[] )

Valores de poténcia assimétricos podem ser incorporados
escalonando-se os coeficientes hy. Por conveniéncia, definimos
SNR £ P/N,.

B. Formulagdo do Problema

Seja 7" um anel comutativo com identidade 1 # 0 e seja
W um T-médulo finito, chamado de espaco de mensagens ou
espaco ambiente. Assume-se que cada transmissor ¢ possui
uma mensagem wy € W a ser transmitida e que o receptor
deseja receber a combinacdo 7'-linear de mensagens dada por

L
u= Z agwy € W 3)
=1
onde a; € T sdo os coeficientes da combinagdo linear.
Por simplicidade, assumiremos que todos os transmissores
sao idénticos, embora essa restri¢do possa ser removida. Um
esquema PNC T-linear de comprimento n consiste de um

codificador
E.W—=C"

idéntico para cada transmisor £, o qual codifica uma mensagem
we € W em um vetor transmitido x, = £(wy) € C™, ¢ um
decodificador

D:C"xCExTE oW

que calcula, a partir do vetor recebido y € C", do vetor
de ganhos de canal h = (hy,...,hy) € C e do vetor
de coeficientes a = (ay,...,ar) € TF, uma estimativa
a = D(y | h,a) da combinagdo linear de mensagens dada
por (3).

Assumiremos que as mensagens Wi, ..., wy, sdo indepen-
dentes e distribuidas uniformemente sobre . Seja

1
Rmes é E 10g2 ‘W| (4)

a taxa de mensagem (ou eficiéncia espectral) do codificador,
medida em bits por dimensio complexa, e seja P.(h,a) =
Pr[t # u] a probabilidade de erro de decodificacéo.

Dados n e Rpes, deseja-se projetar um esquema PNC tal
que, para quaisquer SNR, h e a fixos, a probabilidade de
erro P.(h,a) seja a menor possivel. Naturalmente, para um
dado esquema PNC e uma dada realizagdo de canal (SNR, h),
P, (h, a) poderd ser maior ou menor dependendo da escolha de
a. Assim, um problema relacionado consiste na determinacio
do vetor a 6timo em fungdo de (SNR,h). Uma vez fixado
um método para a determinacdo de a, também € possivel
avaliar a probabilidade de erro média de um esquema PNC
considerando um modelo probabilistico para h.
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C. Taxas Alcangdveis

Mencionamos agora um resultado importante sobre taxas
alcancdveis em PNC, o qual foi obtido por Nazer e Gastpar
[4] usando reticulados aninhados e métodos de teoria da
informagdo. No que segue, utilizaremos (p) para denotar o
ideal de um anel T' gerado pelo elemento p € T

Teorema 1 ( [4]): Para qualquer ¢ > 0, qualquer n sufi-
cientemente grande, e qualquer inteiro primo p suficientemente
grande (tal que n/p — 0 quando n — o0), existe um esquema
PNC Zli]-linear de comprimento n, com espago de mensagens
W = (Z[i]/{p))* para algum k, tal que, para qualquer vetor
de ganhos h € CF, a equagio correspondente ao vetor de
coeficientes a € Z[i] pode ser decodificada com P.(h,a) < ¢
desde que Rcomp(h,a) > Rmes, onde

SNR
com h? é 1 N
Reomp (b, a) = ma Og2(|ah—a25NR+|a2>

O valor 6timo de o na expressdo acima € dado por

_ ah"SNR 5)
@opt = L[2SNR + 1
0 que resulta em
SNR
Rcomp(ha a) = 10g2 (M> (6)
onde M = SNRI, — gShK—hi'h,

As taxas alcancdveis mencionadas no teorema acima as-
sumem reticulados de dimensdo assintoticamente grande, ger-
ados de forma aleatéria e com complexidade de decodificacio
potencialmente ilimitada. Nao fica claro a partir destes resul-
tados como projetar e decodificar com baixa complexidade es-
quemas PNC de comprimento finito. Esta serd nossa principal
motiva¢do para o desenvolvimento a seguir.

I1I. CODIFICACAO DE REDE VIA RETICULADOS

A codificacdo de rede via reticulados (LNC) é uma forma de
PNC que utiliza pontos de um reticulado para representar men-
sagens. Esta secdo apresenta uma abordagem para LNC que
admite o uso de quaisquer reticulados (inclusive sobre anéis
de inteiros complexos), generalizando a abordagem em [4].
A caracteristica principal de um reticulado € ser fechado com
relacdo a combinagdes lineares (com coeficientes inteiros), isto
é, uma combinacdo linear de pontos de um reticulado resulta
em um ponto do reticulado. Esta € a propriedade fundamental
explorada na LNC, a qual permite fazer uso do canal para
calcular combinagdes lineares de mensagens.

A. Estrutura Algébrica

Seja T' um sub-anel discreto de C e seja W um 7T-mddulo
finito. Em sua forma mais abrangente, um esquema LNC §é
especificado simplesmente por um 7-reticulado A C C™ (isto
é, um T'-submédulo discreto de C™) compativel com W, isto
é, tal que existe um homomorfismo sobrejetor de T-moédulos
p: A= W.

O homomorfismo ¢ pode ser visto como um rotulamento
(linear) de todos os pontos de A pelas mensagens em W.

Assim, uma mensagem w € W pode ser codificada através
da escolha de qualquer ponto A € A tal que p(A) = w. A
linearidade de ¢ garante a compatibilidade entre operacdes 7T-
lineares em C™ e as mesmas operagdes em W, uma vez que,
para todos A1, A € A e todos ay,a0 € T,

@ (a1 A1 + a2X2) = a1p(A1) + a2p(A2).

Portanto, se x1,...,x; € A sdo os sinais transmitidos corre-
spondentes a w1,...,wy € W (em particular, p(x;) = wy,
¢ =1,...,L), entdo, ao menos no caso ideal h = a € TL
e z = 0, a decodificagio de u = ), a,wy pode ser feita
simplesmente aplicando-se ¢ ao vetor recebido y = >, asxy.

Seja A’ C A o ndcleo de @, i.e., A ={A € A:p(A) =0}.
Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo [9], sabemos que
A’ é um T-submédulo de A (portanto um T-reticulado), o
quociente A/A’ é um T-médulo, e A/A' = W. Assim,
podemos interpretar a codificacdo como um mapeamento entre
mensagens e cosets de A’ em A, pois todo elemento de uma
coset A+ A’ é rotulado com a mesma mensagem ().

Inversamente, dado qualquer T-reticulado A’ C A (com a
mesma dimensdo de A), sabemos que A/A’ é um T-médulo
(finito), com homomorfismo A — A/A’ dado pela projegdo
natural A — A + A’. Assim, podemos escolher o espago de
mensagens como W = A/A’. Portanto, um esquema LNC
pode ser igualmente especificado pelo par de T-reticulados
aninhados A C C"® e A’ C A. Nesse contexto, A e A’ sdo
chamados de reticulados fino e grosso, respectivamente.

Uma questdo natural € como encontrar um quociente de
reticulados A/A’ tal que A/A’ = W ou, inversamente, como
determinar a estrutura algébrica de A/A’. Esta questdo é
respondida no seguinte teorema, o qual faz uso do teorema de
estrutura para médulos finitamente gerados sobre um dominio
de ideais principais (PID) [9, p. 462] e da forma normal de
Smith.

Teorema 2: Seja T um PID e seja A/A’ um quociente finito
de T-reticulados. Entao existem matrizes geradoras G e G/
para A e A’, respectivamente, tais que

_ |diag(mi,...,m) O
Gy = 0 L, G
onde 7y, ..., € T satisfazem 7y | 7o | - - - | mg. Neste caso,
o mapeamento ¢ : A — T/{m) x -+ x T/{m) dado por
o(rGp) = (r1 + {(m1),..., 7% + (7)) é um homomorfismo

sobrejetor de T-médulos com nidcleo A'.
Exemplos de PIDs relevantes para PNC sdo os inteiros

gaussianos Z[i] e os inteiros de Eisenstein Z[w], onde w =
i27/3

B. Codificacdo e Decodificacdo

Até agora consideramos apenas a estrutura algébrica do
quociente A/A’. A seguir completamos a especificagdo de
um esquema LNC de forma que possa satisfazer restricdes
de poténcia e possa ser usado em um canal sujeito a ruido e
a ganhos ndo necessariamente inteiros.

Primeiramente, faz-se necessdrio revisar alguns conceitos
sobre reticulados. Uma regido fundamental de A é qualquer
regido Ry C C", com 0 € Ry, tal que {A+Rp : A € A}
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forma uma particio de C". Um gquantizador de reticulado
¢ qualquer fungio Qp : C* — A tal que Q5(0) = 0 ¢
OA(A+x) = A+ Q(x), para todo A € A. Dada uma regiéo
fundamental e/ou um quantizador, define-se a operacio

xmod A = (x+A)NRA =x — OQx(x).

De posse dos conceitos acima, podemos completar a
especificacdo de um esquema PNC. Seja R/ uma regido
fundamental de A’. O codificador £ : W — C™ é dado por

xp = E(wy) 2 o (wy) N Ry = @(wWy) mod A

onde @ : W — A é alguma imerséo tal que p(p(w)) = w,
para todo w € W. O papel de R/, também chamada de
regido de formatagdo (shaping region), é controlar a poténcia
de transmissao.

Seja Qa um quantizador para A. O decodificador D : C™ x
CE x T ¢ dado por

i =D(y | h,a) £ ¢(Qa(ay)) (7
onde « € C € um fator de escalonamento escolhido em
fungdo de h e a. O papel de Qy é eliminar o ruido com alta
probabilidade, enquanto o pardmetro « auxilia na aproximacao
de h pelos coeficientes inteiros a.

O funcionamento do decodificador pode ser explicado
através do conceito de canal equivalente. Seja u =), a,;wy
a combinacdo linear a ser decodificada, e seja A = Zz apXy.
Observe que ¢(A) = u. Consequentemente, temos o canal
equivalente a«y = A + n, onde

L

n= Zezl(ahg —ag)x¢+ oz (8
€ chamado de ruido efetivo.

Proposicdo 1:

P.(h,a) = mig Pr[Qa(n) ¢ A'].
ae

Vemos, portanto, que o desempenho do sistema depende
da capacidade do decodificador de eliminar o ruido efetivo,
0 qual consiste de uma mistura entre ruido gaussiano e auto-
interferéncia provocada pela imperfei¢do na quantizacido de h
através de a.

Embora a formulacdo acima seja genérica, as escolhas
otimas para Ry, e Qp sdo dadas pela regido de Voronoi

Ra ={xeC":[x—0] <|x—Al, A€ A}
e pelo quantizador de minima distancia euclidiana

OA(x) = argmin ||x — Al
AEA

0s quais assumiremos no restante deste artigo.

Vale a pena mencionar que, para reduzir ainda mais a
poténcia transmitida (assim como facilitar cdlculos de prob-
abilidade de erro), ¢ comum a utilizacdo de um reticulado
deslocado por um vetor de dither dy € C™. Nesse caso, o
codificador e o decodificador sdo modificados para

E(wy | dg) & (dg + @(wy)) mod A

L
D(y | h,a, {dé}) = ' (QA (ay - Zagdz))

=1
de tal forma que a Proposi¢do 1 se mantém inalterada.

IV. ANALISE DE DESEMPENHO PARA RETICULADOS DE
DIMENSAO FINITA

Nesta secdo, apresentamos uma estimativa da probabilidade
de erro de decodificagio para Z[i]-reticulados de dimensdo
finita. Este resultado € baseado no limitante da unido, de forma
andloga a resultados cldssicos de teoria de comunicagdes,
porém a dificuldade aqui é maior devido ao fato de que o
ruido efetivo ndo € necessariamente gaussiano. Para derivar
o limitante assumimos que o reticulado grosso é da forma
AN = ~ZJi]", para algum v € C, e que a estratégia de dithering
¢ utilizada nos transmissores, de forma a tornar a estatistica
do ruido efetivo mais tratdvel.

Definimos a distdncia minima de um quociente de reticula-
dos A/A’ como

d(A/A") 2

min

A1, A2EAIAT — A @A [IA1 = Aol = min_ [[A[|

AEA\A
onde A\ A’ denota a diferenca de conjuntos {A € A: A ¢ A'}.
Note que d(A/A’) corresponde & norma dos vetores de minima
norma em A\ A’. Seja K(A/A’) o nimero destes vetores de
minima norma.

Definimos o ganho de codificagd@o nominal de A/A’ como

d*(A/A)
(AN &
e(A/N) & G
onde V' (A) denota o volume de uma regifio fundamental de A.
Note que 7.(A/A’) é invariante a escalonamento.

Teorema 3: Se A’ = ~Z[i], onde v € C, entdo uma
estimativa da probabilidade de erro do decodificador (7) é

3 _ SNR
Pe(h, a) é K(A/A/) exp (—2’)/C(A/A/)2 RmesaMa'")

onde o valor 6timo de o é dado por (5).

E interessante observar que, segundo o resultado acima, o
vetor de coeficientes a que minimiza a probabilidade de erro
¢ o mesmo que maximiza a taxa de computacdo (6).

Note também que apenas os pardmetros Rpyes, K (A/A) e
ve(A/A") dependem de A/A’. Conclui-se que, para uma dada
eficiéncia espectral Ry, deve-se projetar um quociente de
reticulados que maximize 7.(A/A’) e (em segundo plano)
minimize K(A/A’). Em particular, se A = Z[i]" e A’ =
TZ[i]", entdo Rmes = 2 log, |7| e 7:(A/A’) = 1 para todo
m € Z[i]*, correspondendo a uma modulagdo sem codificag@o.

V. CONSTRUCOES DE RETICULADOS ANINHADOS

Nesta secdo, adaptamos algumas construgdes conhecidas de
reticulados baseados em cédigos para produzir quocientes de
reticulados que possuem uma estrutura algébrica simples e um
alto ganho de codificacdo nominal, a0 mesmo tempo em que
podem ser decodificados utilizando métodos tradicionais.

A. Construcdo A Complexa

Seja 7 um primo em 7. Observe que T'/(w) é um corpo
finito. Seja o : T — T'/(r) a projec¢do natural dada por o(x) =
x+(r) esejad : T/(r) — T uma imersao tal que o(5(a)) =
a, para todo a € T'/(r). Considere as extensdes componente-
a-componente o : T™ — (T/(z))" e & : (T/(m))» — T™.



XXXI SIMPOSIO BRASILEIRO DE TELECOMUNICACOES - SBrT2013, 1-4 DE SETEMBRO DE 2013, FORTALEZA, CE

Seja C um cédigo linear (n, k) sobre T'/(m). O T-reticulado
construido a partir de C através da Construcdo A Complexa
[10] é dado por

A2{AeT™:a(N) €}

Seja A’ = #T™ C A. Pode-se mostrar que A/A" =
(T/(r))* = C, com homomorfismo ¢ : A — C dado por
©(A) = o(A) onde, por simplicidade, estamos considerando
o espago de mensagens como sendo o proprio cédigo C.

Definimos a norma euclidiana de um vetor v € (T/{m))"
e a norma euclidiana minima de um cédigo C C (T'/(m))"
como

n
wg(v) 2 ijl |v;|?

onde a magnitude de um elemento a € T'/(r) é definida como

we() 2 2t ()

la| £ |6(a) mod 7T

Note que, na expressdo acima, a definicdo da opera¢do mod

é consistente com a teoria de reticulados, isto €, x mod 7T

retorna o elemento de menor norma (magnitude) em = + 771"
Com essas defini¢des, é possivel mostrar que

2
wy(C)
Ye(A/N) = [A2O—k/m)
K(A/N) =  AB(©) 2/ logy [l) ™, || <2
AE(C)a |7T'| > 2

onde Ag(C) denota o nimero de palavras de C de norma
euclidiana minima wg(C). Consequentemente, o desempenho
de um cédigo C para PNC através desta construgdo sera dado
principalmente por w%(C).

Além disso, pode-se mostrar que a decodificacdo de minima
distdncia em A/A’ pode ser realizada através de uma busca
no codigo C usando uma métrica modificada:

©(Q(x)) = argmin ||x — &(c) mod 71"
ceC

= argmln Z |z —

A separabilidade da expressdo acima, resultante da estrutura
de produto cartesiano do reticulado grosso, simplifica signi-
ficativamente a decodifica¢do, permitindo, por exemplo, o uso
do algoritmo de Viterbi.

7(cj) mod 7T)?.

B. Construgdo A Levantada

Seja p um primo em Z. Observe que Z/(p) é um corpo
finito. Podemos interpretar Z/(p) como um subconjunto de
Z[i]/{p) através do isomorfismo (Z/(p))[i] = Z[i]/(p). Da
mesma forma, podemos interpretar (Z/(p))™ como um sub-
conjunto de (Z[i]/{p))™.

Seja C um cédigo linear (n, k) sobre Z/(p). Considere o
cédigo levantado C = C + iC C Z[i]/(p). Observe que C
é um Z[i]/(p)-médulo (e portanto também um Z[]-médulo),
embora ndo necessariamente um espago vetorial, pois Z[i]/(p)
ndo necessariamente é um corpo finito.

O Z[i]-reticulado construido a partir de C através da
Construcdo A Levantada é dado por

A2 {XNeZ[i]":0(N) €C}

onde o : Z[i] — Z[i]/{p) é a proje¢do natural mencionada na
secdo anterior. Note que esta construgdo pode ser intepretada
como a Constru¢cdo A Complexa a partir de um codigo
levantado C.

Todos as definicdes e resultados da secdo anterior se
mantém substituindo-se C por C, T = Z[i] e ™ = p (inclusive
para p=2). Observe que wp(C) = wg(C) e Ap(C) =
2Ag(C).

Além disso, a decodificacdo de minima distincia em A /A’
torna-se ainda mais simples, separando-se em duas buscas
independentes no cédigo C:

o(Qa(xr + @'Xl)) = ¢(xgr) + i€(x),

¢(x) = argmlnz |z; —

XR, X € R"

7 (cj) mod pZ|°, x€eR"

onde se assume que & € tal que 6(a) € Z paratodo a € Z/(p).
Em particular, para p = 2, C é um cédigo linear bindrio e
wg(C) é igual a minima distdncia de Hamming de C.

VI. CONCLUSAO

Neste artigo, descrevemos uma abordagem algébrica com-
pletamente genérica para a codificagdo de rede via reticulados.
Esta abordagem nos permitiu desenvolver limitantes para a
probabilidade de erro de diversas classes de reticulados, assim
como encontrar 0s pardmetros geométricos e combinatoriais
que determinam seu desempenho.

Exemplos especificos e resultados experimentais foram omi-
tidos por falta de espago e podem ser encontrados em [6].
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